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matliematischer Variationen zt 
rung knUpfte, wie deraelbo bef 
Betrachtung der mechanisclu'! 
satzes derselben in Verwendu 
ihm aucli die Thoorio kleini 
Methode der Variation tier 
Ana dem Hamiltonsci 
Wirkung leite ich die Lagra 
liaierte Koordinaten ab, wek 
meinen Theorie der Bewegu 
Einftlhrung elliptiacher Koon 
Tbeorie der RelatiTbewegnng 
Wicbtige Anregung vorda 
dieaen Gegenatand in der En 
Wiasenscbaften und den Vor 
Naturforsdierverantumlung in 
welohe aich daran in Kaaatd 
Die ttbliche Format fW 
koniachen Ereiapendids gilt, t 
aelbe aein Geaicht immer nai’ti 
kehrt Wenn m dusatdbo iiit 
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I. Die LtijjraiifiieHcljen 


§ I. Integration der Relation, welohe 
Tirtuellen Verechiebnngen Mr einen Zeitn 
naoh der Zeit. 

1 >er AuBgaiigspunkt dur titui foigontltni 
(laH im § Sli cloa 1. 'roilise tlurch di« 
gedriickte, lait <l«m <rAlomb«rtHcli»*n 
der virtuelleu Vorschitdnuigen. 

& mu ganz wir in § :5 J iJck i. I'ni 
Syatcm iiinti'ri<‘ll*'r I’luiktt' mit iHditdni 
iuiBun'ii Krilftini gegidn'ii, !i<*rl 

dinguugwt uiiliTwcirft'n ai'iii kaiitt. 
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I. § 1. Integral 


gegebenen Bedingungen wirk 
lichc Bewegung. Irgend eino 
hervor und nennen sie die 

Dann sei also \ der 
Koordinate zu irgend oino 
ai und Xfc sei die betreffer 
schleunigungskomponente, m 
des h-Xm. materiellen Punktc 
nach den Koordinatenrichtu 
der auf diesen Punkt wirko 

Wenn wir ira ganzen 
sind dem k alle mbglichen g 
zu erteilen. 

Wir bezeichnen ferner 
als holonom, wenn sich si 
auf ebenso Tiele Gieichunge 

1) . d qt) 

reduzieren lassen. lat diet 
System ein nicht holonom* 
dnrch Multiplikation mit ei 


ai. 4.J 


I. § 1. Integration der Variatio 


in wolcher die Integrationskonstante « 
spoziollen Wort hat, da durch die 
die Koordinatenworto fllr cinen tsinzigou 
momenten unbestiinint bhnhon mid bloB <ioi 
fUr alle iilirigtm ^joitinomantt' bontimnit w 

Untor Auwemdung dor aoobou miaidwi 
zeichnungswoiao schroibt Hirb daw luit dom ' 
voreinigto I’riuzip dor virtiudlon V'orMohiob 
ciuiiigon bB) und 1H4) dos 1. 'I’oilos) in dt: 

Wir l>e«ehrll.nktm uiis im folgtiiidfiii iiiiSi 
Falle, wo itt cion Bediuguagigloieliiifigiii i 
diesar Ealmtioii nirgoiidi oiti Ongliiiofiliiiil 
lediglieh dm (ilaiaidmtit%inalit3iii gilt, 
Grand hiorvon im Anfanga cIiih 
zurlkikkaiiimaii. 

Kin vorgc*jiatztOH d }iazoi<‘Iitint liiarlii 
riation, wcilalic* dic^ bairoHtitidii tlriitSa m 

dnm j.itt* Zitii I idiii* vk 


4 I. § 1. Integr 

zeichen dann eine absolat 
Zeit ist. 

Unter alien mSgliche) 
Variationen der Koordinat 
■wenige, aber docb noch i 
denen sicb die 8a^ zwar 
aber in kontinnierlicher V 
kbnnen z. B. 

5) 8 a 

setzen *), wobei « eine uner 
and zu alien Zeiten konsti 
kontinuierliche B’unktion d 
Dieselbe kann fUr je 
Koordinate gaiiz willkUrlic 
alle diese Funktionen 4 {i} 
sie dargestellten Versohiebi 
mit den Bedingungen ven 
gerade zur belxeffenden Z« 
die Gleichung, welche die 
so mttssen die 8\ der GHi 


(Jl. 7 - 9 .] 


I. 8 1. Integration der Variatio 


Fuuktionen der Zeit, also durcti AusdrtUike 
<Ijir8tollbar aind, haben liitogralt! wi<> 

8 ) T^di s 

oinou ganz beRtiminteii Sinn. Wir kihuuni 
Zeitmomente giUtigo Gleichung -li init dt ii 
liber eino b«U(d)igo Zeit z. B. von liis <, 
durch wir orhalton: 

I I 

Hit^rbei kaiui liie Aufiuigsztnt, «Ia?i Kii 
sein; as kuna iibor luieli mn bt^lbiblgrtr, 
spllterer Zeitraomant iitx Varlfutfa Bei 
den in der Natur wirklich forkoiiiiiieiideii 1 
der der Gestirne, kann ja foii eiiior Anfnt 
der Bewegtiag Qharhaiipt airht tlin Eedu 
imr der Aafang, dan bliide^ tbrn gwiidi^ i' 
StllckeH dt'r Boweguag. 

Die Variationaa der Kcicirdiiiiiie 
zniiliebat fekaaden Paragraplifiii iitiii itide: 
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1. § 2. AuBsehUt 


§ 2. AnssohlieBTing der tJ 
vorigen Paragrap 

Wir haben uas hierl 
in Relation 4) das Gleich 
auch das tfngleichhoitszoi 
weit weniger wicbtig. S 
dingungsgleichungen eber 
Dann geschieht aber die 
tungen, welche die betrel 
Wirksamkeit bleiben, nici 
guDgen das Gleichheitszeu 
ment an aber, wo die 
gekommen sind, wo jeno 
geschieht die Bewegung ^ 
diese Vorrichtungen bewirl 
wUrden. Es wird daher 
sein. In derselben sind jed( 
Vorrichtungen wirksam si) 
treffenden Bedingungen ei 


Gl. 9.] 


L § 2. Umkehruug tlt*M vorigoti 1 


hall) dieaer Gronzeii Uherall 80 , als oh 
chung 4) als auch in don BodiuguiigHgh 
nur Gleichheitazoichou voi-humlon wilrcii; i 
I'eilintograle mehr, fill* andori> wonigor Bt 
Betracht zu zichon aiud. Ki'u- dit> {ircazt 
dag6g6u mll.sson noch hasondorf ( Jn*iizht‘diii 
werdeu, auf wclcho wir ahor in dioHcii V 
wenigor oingohi'ii wardon, !i1h ait* uioiiioH 
main iintarsucht wordan nind. 

Dio Bodiiigniig, duU tlan Intogral 0) 
durch dio lilcioliung f>) auagotlrUoktan 
schwiudati muB, ist zwar nicht niahr ao 
Form, in d«r wir <Iuh i’rinzii) tl«r virtmdh’ 
im 1. 'I’eile au«dr(lckte«i, da jetzt din Koon 
kontinuiorliclie Funktioneii dor Znit «»*in i 
wie im 1. Teile fllr jeden Zoitmoniont vollki 
und von don filr alio Uhrigon Zoitiinnuon 
vollkomnion uiiahhUngig Mind. Km I'olgon ah 
Bwlingung, Wfiin wir <1 imi hall auHMi'hli>-l 
vvogungsgloicliuiigon siidt lilngw oinnr ond 
von Moment /m Moment riiMkontimiierlii 
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I. § 2. Umkehru 


unbeschadet der Bedingun^ 
Funktion der Zeit sein soli; 
flir welcbe der Kooffizient 
negativeu Werte oder umg 
Zeiten und den Wert N 
fiir welche dieaer Koefiizien 
tiren, far alle Zeiten, wo 
Wert erteilen. 

WUrde man dasselbe 
Variationen festsetzen, der 
Zeiten gleich Null sind, so 'i 
positiven Gliedern bestehen 
Null sein. Sein Verschwind 
VerrUckungen, die von der g 
Endlage abergehend sonst 
tionen der Zeit sind, hat ; 
mination der dutch die Bed 
Variationen die Kooffizient^ 
Variationen zu alien Zeitei 
schon im L Teile die B 
wurden. 
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1. Priiwip der statloEftraii \\ 


§ 8. Prinzip der statioaireE 

Wir habea (liojenige ib'wagiiag, wi 
ordiaate zurZeit^ dea Wt*rt hat und m t*l 
gegebeneii Anfangehedingungaii dau Bvm 
gemEB vor nich gtdit (tdna nattlrlicdia 1 
uavariierto genaiuiit. Idt^nor unvariiortini 
wir die variiartc^ gogenllhar, bai wahdiar 
Koordinata don Wort + t>x^ hat^ woIm 
ohung 5) gogob(‘n int l>a auoh dlono < 
nuiorliclio Funkiion <lor Z«nt inf, mt iiiaetr 
Bowogurig jodor matoriidlo Ptinkt oboiifall 
licdie Bowogimg. 

Da feriior Olr dio Zoiteti 1^, nitd l| div^ 
licber Koordinaton forsoliwiiKlai^ mi wird 
Bewegaag jodor Purikt ^air Zoit 1^^ vtm do: 
ausgebea wio boi dor tiitviiriita1.i»ii lUm 
winder mr Zoit cHo^oUh' Lago errtnrliin 
variiertau Bowoguiig. Kh Isaiiii Hidii* dftU 
weguiig blob daduroh iiiiviiriioii 

dab din dt»r ArifniigH/^di oiitjfiriiitlitnitlr*! 
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I. § 3 . I’rin.iij 


diese Zusatzkrilftts 
weguug vieltnohr uti 
variiorte, also !wI>pm <1** 

Wir ’pergleicluui 
zu einer tiidiobigcii 
variierteii Bowagung wit « 
Bewegung, w<sl<‘!wr twi 
und neuneii dio ZuBtSiw! 
spoiidierende. Wir 
Zeichoii d, um daa 
GrSBe erfilhrt, weiiii »»« 
der uuvariiorten BriM'gt 
stande der variiort«*» di 
gegenwilrtigcni lUttnifltltUi 
ist Das Zoicliwi >t th 
welcher Uei dt‘r 
dt wEclmt, wttlwi wi**d»*F 
nioht die Hodo ist. 

Dio Krnftkomiwiiwit 
funktion C (aobald riiir 
Bedingutigsgloitdwiigfii i 

fill* flift 



CH. 12-14.j L S. Pririzip d«r ststioaireM 


bestaiul der fUr die uuvariierte Bcnvpg 
gesetea bei derjanigaii Konfiguriitian dt 
wirkaam wilrea, die dicnaan bai dar 
zukommt, wlUireiul die Krilfta, walaha 
ganannt haban, eiria nau hin/atkcnana 
keiiie Kraftfiuiktion liaban. 

I)a fUr di(* variiarta liawagtuig m j 
der arBta nuitaricdla Ibuikt dia AlmxiHH' 

hat, 80 int bai dar variiartan Bawagaiig 
keitskomporiaiita in dar AbBS^isBatirialitii 

12 ) 

Uaserer 'Oberaiiikniift gatiilli bfixai 
gemein den Zuwachi, clan aiiia balialni 
gang ?on ainem Zustanda dar unvai 
Bpondiorandau ZuBtandci dar vn.riiw1.a] 
durali ain vorgc^Ba.iztcm A. Ba wir dii 
(iascdiwiiuligkait dan t^rntaii iitataritdlaii 
variiarta Bawa^gung mit j\ lia/.tiia!tiial fu 


Wir k5imen nun in dor 
Summe einzoln nacli t intt 
Bckreiben: 

16 ) 

1 I 

Jedes einzelno Glicd d«r on 

r #. 

Integrieren wir partiel! nm-li 


GL 18-2L] L § 8. Priusip der statioulrtwi 


Bn 

Der Ausdrtick der Fo 

"*Tr 

Arbeit dai’, welche gcgea dit^ exjdizitaii 
Bobald das System aus der wirklicdiei 
Zeit t hat, in die korrespomlienauli*, 
entsprecbendo variiorte Lage gel»ra<dit 
§§ 16 und 26), Weim tune Krafifunktio 
tibrigena anch nocli die Zeit expli/dt ei 
— <5 daher nach (tlaiebung 


18) 


Bn 


rT r, 


wob«i — i) V (lio goBamtts VeriltuIttruMg «1 
Ubergang vou dtir wirklichen zur taruei 
Konstantlialtung tier Zoit I wi Kxistiert 
Oder sind die Krafte i5lM*riuiujit nioht i 
der Zeit und dor Koordiimtoii gt’gcbi't), 
inuiier symboliHcli 


I § i. Verallgeti 


14 

als Funktionen der Koordiim 
80 ist ein Strich zu setzen. 

§ 4. Begriff der veraJlI 
Die im vorigen Panigr 
Form des Prinzipes «Kt stJi 
als besonders nfltelich boi 
Wir haben bisher die Poai 
Systems dutch dessen reditu 
Sehr oft empfiehlt es sich, i 
einzuftthren, welche ebenfalla 
jedes Punktos des Systewa zt 
kann z. B. die Position j«-d 
Somipolar- odor edliptisoho 
bestimmen. VVonn zwisrhon 
denen materiollen Punkt** do?i 
so genttgen oft wonigo Variii 
samtiicher materiollor Piinkt 
wir im I. Teile ewaltou, «iio I 
starren Ktirpors im Kauwi* « 
werden. Zur Bostironnuig « 


01 . 22 .] 


I. g 4. Vorallgeniainurto Koon 


haufig folgeudemaBen bewerkatelligt I 
reclitwinkligen Koonlinaten (lurch liw i 
und wElilt letztere bcj, diiB tunigt* dcrH 
BediuguugBgleichuugcui far ulh‘ Zeitcui 
daher nicht (h‘u (’luirakt(‘r vou Kocnalii 
reineii KouBtanhui der Aufgatlu' Iialnni, 
anderen als vcnliulcrlitdit^ Kucualiiuitiui ill 
z, B. eiu iuatcricll(‘r Pimkt g(*7.wiuig(ut 
Kug(‘lllarlu^ 7U ht^wcgtui, ho driU’.kt ituiii 
wiukligtni Koordiuaion durtdi gowhhiilicli 
aiiH, (lt*roii Urspruiig dor Miitoljniiikt jtu 
Kiiu^ d(‘r PolarkcH)rdii)attni , uhiidit*!i di 
Kugoktuitrum, int diuui koiiaiiuit iiiitl 
liaiden Polarwiakol ala variliiclorliclio Kc: 

Kh Mtii nun aiu iMdiiihtgcis Hjitiutt 
Punktan gagabau; clia raahtwirikligan Kw 
iolkm wiadar init bayadcdiitat 

idle ilbrigan Innharigau Btt/aiahiiUiigiui 
wardcuL lAuauu' mntni ***!'’, h’ga 

Variable, durali daran Warta aliiuitiillH 
liehiir iiuif4!rialiar Ptinkfa dtm Hjataiirt 1 
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I. §4. Verjilli 


Der einfachste und i 
wird der seiu, daB die 
winkligen Koordinateii dun 
die Zeit uicht explicit e 
Zeiten dieselbo Form hali 
recbtwinklige Koordinaten 
drlickt Wir bezeichnen 
als skleronome. 

Die Funktionen F kfii 
anderliche Parameter entl 
Zeit kontinuierlich veriliu 
entbalten die Zeit explizit 
man unter dem Fuuktions; 
Variable t explizit beifllgt 
naten). Letzterer Utusteud 
EinfUhrung der betreffei 
Bedingungsgleichungen eli 
explizit enthielten. 

Am einfachsten and 

zeiclmen wir die leteteren al« 
nahme von 27 und 28 i« 


Gl. 25.] 


1. Si 4. Verallgemtuttert# Koord 


wenn die Funktionen F der (Jleichuugei) 
kontinuierlich eind, da danu die Position 
die generalisierteii Koordinaten eindeutig 
lilBt sich manehinal die Kiut'Uhrung meluft 
nicht vermeidea. Man konimt daun llbei 
der generalisierten Koordinaten init lies 
gowilhlten heginnon und sieh dann atets 
der Zeit ilndorn sollen. Da auch die 
winkligeu Koordinaten sich stetH koutinu 
andera, so ist dadurch jede Mehrdeutigl 
aolange man uicht an eine Htolle konims 
Fonktionewerte ver/.weigen. An sokhen 
Oder andereu singul&ron Stellea, wo d 
kontinuierlich, unbesUmmt oder uuem 
immer besotuiere Betraohtungen rosji. 
aeteungen notwendig, wbhrend an alien 
7.U entwickelnden (itleichungen richtig Id 
Wenn zwischen den generalisierten 
clmngen hestehen, so kdnnen natllrlieh 
mitteln derselben in versehiedene Forme 
indem man die eine oder andere gtateri 
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I. §5. Voral 


wobei natflrlich die Funktio 
Formen gebracht werden ki 
den rechtwinkligen Koordin 
tioneu 0 konnen mehrdeu 
Stellen baben, fttr welcho c 
wickelnden Gleichungeii auf 1 
erforderlich sind. 

Es butte keine Sclv 
chungen 22) in die eratim ii 
der x nacb der Zoit, sowio 
die p Btatt der x einzuftlhrcni 
in die fUr die rechtwinklij 
wegungsgleichungon wflrtUi 
die Form liefern, welohe ( 
Einflihrung der verallgcnnci 

Wir wollen aber ini fol 
■riel kttrzer und ganz allgc 
stationaren Wirkung gefumi 


§ 5. Begriff der ve 


■^L 27-80.] I. § 5. Geueralisierte K 

Zustand der unvariiertori mit dem do: 
sprechenden Zustande der variiortoii 
gleichon. InfolgcdeBaeii muB bei fiiUii 
als unyerllnderlich angeselitni wardtai, 
wEhrend dor Zoit dt bei der imvarii 
treteiiden ZuwucIib von die Ki^rtut^I 


» 



Dio KooftizumUm (lorfV/> in Koriuol 
Abloituiigon dor Fuiiktioiion !<' iiucdi do 
b'uiiktionon dor p and ovoutuoll dor ! 
bostimmton Worton dor x mid p huh 
don singuiaren Stollon die aindeu 
afcimmt and umgokohrt, da nirgonds 
zwoigungspunkton ©in zu gowisHon p 
der X kontimiiorlich in ©in aiidoroK i 
golion kaim. 

Suhstituiort man dio Wi<rto 20) 
I'dr dio boi dor fmgiorton Vorwhiobuti 
doH HvHtoniH. Ho iiimuit dionor dio Koi 
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I. § h. Gab 


dieser beiden Zeiten versch 
daB, Venn s&mtMohe Sis ver 
Sp verBchvinden mUseen ui 
D» GrSBen spielei 
friiker die GteSBen 1 
allgemeinerten Er&fte, und 
der verallgemeinerten Koor 
nerte Kraft oder auch die J 
Gesamtkraft in der Bichtu 
n&mlicli die Koordiuatentrai: 
gaaige za anders gerichteten 
sieht man leicht, daB im 
die Komponente der auf ei 
der lUchtung der betreffend 
— S" V ist die bei eine 
geleiatete Arbeit Wollte m 
die unifrariierte Bewegung w: 



berechnen, so varen natfirlb 




Ql. 30a-82.] 


I. 8 5. Generalisierte Kri 


30 a) 


a; 


5 V 


1,2 


ist, ao wird, wie sofort ana (Tlaichunf? ‘J 

P, as — 

A (ijT^ 


31) 


Man erhiUt also daim dio naoli einer 
sierten Koordiuate wirkoiulo genoralisiort 
in (lor Kraftfunktion die rechfcwinkligen K 
der Gleichungtm 22) durcli die geuerali 
ansdrllckt, die ho erhaJtano b'uaktion 
Koordiriatou und der Zeit naoh der be 
sierten Kooniinate partiell differensdert 
Vorzeichen umkehrt. 

Wenn zwischen den p koine Gleio 
80 kann man die nach wirkondo v«i 
unabh&ngig von den rechtwinkligon Kt 
Komponenten der lluboi’en Krtlfto nach 
rechtwinkligoii KoordinatonatdiHon in «U 
deiiaionsn. Man lillit mn dp^ wach 
abor kouHtant, aowie auch die Zeit, inst 


22 


I. § 6. Gfeneralii 


Wenn aber die X, ao 
vorkommenden Funktionen 
keine Eliminationen mittels 
nimmt, so sind die Au8drQ( 
Werthe, welche die Form< 
wenn man ohne Efickaicht 
alle p bis auf p^ konstaut 
die dazu gehSrigen iLnderui 
naten und mittels der Forr 
Die generalisierten Krfi 
die Dimensionen einer Kra 
I\Spj^ immer die Dimensb 
7 .. B. Pj die Dimension einer 
Kraft (einer Arbeit, eines 
Winkel, also eine bloSe Zal 

§ 6. Oeneraliaierte desol 
generalisiertes Moment. E: 

Wir wollen nun den 
liebigen GrSBe nach der Zei 
Stricb bezeichnen und die 


GL 84-86.] 


L 6 . Lebtmciige Kml 


iibrigen p\ aller p xmd tier Zeifc, wein 
dx'f,ldp\ eathalten ist, gebilclate) int 


34 ) 


(I x'l, tl Xt 
(>}>\ ' (I PH ' 


also gleicli <lem aus 22) pi 

quotienten des cutsiin'clu'micii x iiiu-h dt 
In den nH'.htwiiikligon Koordinntt'ii 
lobendig(' Kraft dnrch Fornud 14) 
man flir die x' dio Wtndn 33), so foigt 
zwoittm (dradoa dcr //'. Wir wollt'u so 


35 ) 


T 




” k%iPV-- ■ +« 


+ fil p\ + p'i 


wobei wir untor anti «tetH tlirM 
den Imlban Koeffii^ianttai vein iin 

Hteben. Die haiden Glmlvr, walcdia 
wenn man in tier t^rntan Huniinci dim Hij 
gleicb h xmd i!i dar 7,waitmt glinelt d 


24 


I. § 6. Gent 


man den Verlau 
folgt, so sind allerdings s 
allein und freilicli anch d< 
Bewegung begonnen hat, 
Systeme nnd gegebenen A: 
gegeben iat, dadurch im al] 
Sind, entwoder eindeutig odi 
imendlich vieldeutig, selbst 
lidi zwischen gewissen Gi 
von Werten annehmen konn 
Differentialquotienten der 6 
InFonnel36) aber, wi 
aller partiellen Differentialqi 
rucksichtigt. Es wird fiir 
ein Ausdmck betrachtet, d 
p nnd / znsammengesetzt 
Bribing dar p nnd / 
wild, afe ob sich jides der 
vnn alien anderen fiir sich 
was z, B. dann wirklieh d 
bloB die Zat, sondern an 
p nnd ak 


Gl. 39-4(>.] 


L § 6. Allgemeine Gleicliui] 


Hierbei ist der Zuwachs, weld 
generalisierten Koordinaten beim Uberg 
Zeit t entsprecbenden Zustande der unvar 
spondierenden Zustande der variierten . 

ist der Wert der entsprecbenc 
Gescbwindigkeit zu dieser Zeit fttr die ui 


dpn , ddpn 


+ ^f=p\ + Sp\ 


dt ^ dt 

der fiir den korrespondierenden Zusta; 
Bewegung. Der Zuwachs, den diese 
schwindigkeit beim Ubergang von der 
variierten Bewegung erfahrt, ist also: 

39) 


dt 


Addiert man zur Gleichung 38) beider 

s 

1 

multipliziert mit d t und integriert von tQ bi 
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I. § 7. Lagran, 



Die Gultigkeit dieser 
Bedingung geknupfl, da6 
fur < = #9 tmd t = < 1 , die T 
verschwinden. Wenn diei 
fur < = und t = sam 
schwindet das letzte Glied ( 
Andererseits aber verscbTi 
lioke Seite dieser Gleiehu: 
es folgt somit in diesem s 



7 Form der Lai 


Gl. 44. 45.] 1. § 7. Lagranges Gleich. Erst( 

Die Zahl s der generalisierten Koorc 
kleiner sein, als die Zahl i == Sn — r c 
Systems, weil sonst eine Bestimmung de 
Punkte des Systems durch die generalisi 
unmoglich ware. 1st $ = i, so tritt der 
Fall ein, da6 zwischen den generalisi^ 
keinerlei Bedingungsgleichungen bestehe 
sierten Eoordinaten werden aber nur d 
konnen, wenn das System selbst ein holoi 
gegen s > i, so bleiben zwischen den gen€ 
naten noch (r = a--^ = 5 — 3^^ + T Bedi 
iibrig. 

Beim Gebrauche rechtwinkliger Kooi 
Z-te Bedingnngsgleichung die Form 2). Ft 
der Gleichungen 22) und 27) die generalis 
ein, so nimmt diese Bedingnngsgleichung 

3 

44) dt + ^ dpj^ = 0 

1 

wobei 


28 


I. § 7. Lagranges 


Die It sind natiirlich jetzt 
Eoordinaten, welche auch di( 
Letzteres wird jedoch niemaL 
mit i^ iind | bezeiclineten Fu 
enthielten. 

Bei der in der Anmerkui 
VariatioBsmetliode, bei weld 
stande nicht gleichen Zeitei 
die Zeit variiert wird, weld 
anwenden werden, miiBten 
die Gleichungen treten; 

i 

46) n‘St + 2 

1 

Falls das System holon 
dingungsgleichnngen 44) ho] 
Grleichungen Yon der Form 

reduzieren lassen. Wenn d 
vom Grade g ist, so muss( 


Grl. 49.] I. § T. Lagranges Gleich. Erste 

einer gegebenen Xonstanten, so ist dieser Si 
lich umkebrbar, d. b. jedesmal wenn die v; 
in ibrem Verlaufe den Bedingungen geniig 
jeder Ubergang von einem Zustande der 
korrespondierenden Zustande der variiert 
niigen. Sind dagegen die Bedingungen bio 
gegeben, so konnte im Verlaufe der varib 
gleich einer Konstanten sein, deren Wert 
unvariierte Bewegung geltenden etwas 
Dann konnte der Verlauf der unvariiert( 
Bedingungen gentigen und aucb der der 
nicbt aber der Ubergang von der einen 2 
ist diese Moglicbkeit sofort wieder ausges 
Koordinaten flir ^ und t = nicbt v 
Die Bedeutung, welcbe den Variatio 
zweiten Falle, wenn das System inbolon 
wollen wir im nachsten Paragrapben 
wollen wir zunacbst zeigen, wie die Glei 
bandeln ist, wenn beliebige Bedingungsgle 
den p gegeben sind, deren Anzabl a sei. 
da6 jede derselben in die Form 44) gebri 
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1 § 8. Bedeutung 



Dies sind die allgemeinen \ 
Bewegungsgleicliungeii in | 
eine Kraflfanktion existiei 


50 ) 


dqn _ 5 ^ 
dt c 


wahrend man in diesem 1 


51 ) 

wenn V die Geschwindigl 


§ 8. Bedeutung der li 
holoi 

Wir geken nun zur 
■welche die Variationsbi 
Systeme baben. In die 
ein- nnd dasselbe, ob ma 
Oder der Ubergang voi 
Bewegnng soUe die Bei 


Grl. 52. 53.] I. § 8. Bedeutung der Variationg 


Koordinate == ^^ + + dp^ + d 

die Form, welche die Grleicliung 44) fii 
annimmt, symbolisch so schreiben: 


+ t) + 2 [dpj^ + 

1 


was durch Subtraktion der Gleichung 4^ 


52) 


li^dt 2 ^^nKPK>t)<iPiA -2- 



Gleichnng 45) driickt aus, da6 die 
dingung fiir den tlbergang A zur Zeit t 
tJbergang Yom urspriinglicben Zustand 
variierten zur selben Zeit. Die Gleie 
driickt, da6 dieselbe Bedingung aucb 5 
tibergang A erfullt ist, d. b. fiir den Ube 
Zeiit + dt entsnrecbenden urspriinfirlicbe 
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I §8. Bed. 


also auch der Uborgs 
zum entspreclienden 
Bedingungsgleichungi 
daraus noch nicht, c 
Zustande eine den B 
wegung liefert. 

Besonders auffa 
dem variierten Zust; 
Zustande etc. tibergel 
Bewegung gelangt, i 
lichen Bewegung, w( 
schieden ist. Wenn 
Zustande irgend ei 
korrespondierenden 2 
Bewegung den Bedini 
doch die Reihenfolg( 
zuletzt gelangt ist, 
w^ngsgleichungeu 

Wenn z. B. das 
dingung, da6 sie an 
nicht holonome, wire 
ekung von der For 


GL 53.] I. § 8. Bedeutung der Variationsb< 

dem wir blo6 sagen, die variierte Bewegi 
ganz unabliangig von der unvariierten 
gleicbungen geniigen. Die Bedingungen ( 
nicbt bolonomen Systemen die variierte . 
muB, scbeint ibrer Formulierung nach < 
sein, welcben Zustand der variierten B 
Bildung der dp mit einem jeden Zustand 
Bewegung vergleicbt (ihm korrespondie 
sagten, die variierte Bevs^egung mu6 so g 
Ubergang von jedem Zustande der unva 
zu dem korrespondierenden Zustande c 
wegung den Bedingungsgleichungen gentig 
kurz die Holderscbe Art der Variation 
Es kann also die Frage aufgeworfe; 
bestimmte, dieser Bedingung geniigende ^ 
nicbt aufbort, ibr zu geniigen, wenn m 
verandert, als da6 man mit jedem Zustanc 
Bewegung nicbt denselben Zustand der v£ 
wie friiber, sondern einen zu einer une 
scbiedenen Zeit geborigen Zustand der vg 
korrespondieren laBt. Es muB dann, w 
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I. § 9. Lift 


der variierten Bewe^ 
stande A der unvarii 
t + gehorigen Zus 
korrespondiert, so w 
Variation irgend ein( 
wachs sein, welchen 
Bewegung beim Uber^ 
also bei der natnrli( 
erfabrt, so daB dp = 
nnd da die Bedingur 
so miissen ibnen anc: 
gentigen. Denn die d 
lichen, also einer jedei 

§ 9. Zweite Fori 
Wir konnen die 
bringen, wenn wir sti 
keiten p' die Moment 
den Fall beschranke 
Gleichnngen 22) die . 
die mit /? tind / be 
far T verschwinden (( 


<xl. 55-57.] L § 9. Lagranges Gleich. Zweite 


ist wegen ebenfalls fur dies 

woraus folgt: 

55 ) hic^Kh- 

Die Auflosung der linearen Gleichungen 

ware nur dann unmoglich, wenn die Det* 



^11 ? 

a, 2 . . 

•«i. 

56) 

^12 > 

®22 • • 




®2sJ * • 



Yerschwinden wiirde. Dies kann aber ni 

3« 

Werte eintreten. Tist namlich gleich ^2^ 

1 

Summe von Quadraten mit positiven Koeffi: 
^Iso nur verschwinden, wenn alle x und c 
verschwinden. Das Verschwinden der Det 
aber die Bedingung, daB die linearen Gleic 
welche man erhalt, wenn man alle q gleicl 
.andere Auflosung als das Verschwinden £ 
lassen. Wiirde also diese Determinante 56) 
wiirden aus den Gleichungen 36) immer ge^ 


36 


I. § 9. La^ 


als Funktion von den 
es sind bei der Differ 
konstant zu betracbte 
mbge der Grleichiing( 
ansdriicken. Dann er] 
ansgedriickt Weil 
der p' war, diese abe: 
der q sind, so wird 
Funktion der q ersch 

s * 

58 ) 

1 1 

Die Koeffizienten c s 
es ist identiscb = 
Den aus diesem 
rentialqnotienten von 
anderen p nicht die j 
trachten sind, wollen 


bezeicbnen. Wir wer 
als Funktion von r) 


G-l. 60-62.] I. § 9. Lagranges G-leich. Zweite 1 


Differentialquotienten von T nach bilden 
erst T als Funktion von p nnd / ausdrii 
die p durch die Gleichungen 54) durch p u 
wo dann bei Bildnng der dp'/dq die ande: 
als konstant zu betracbten sind. Es wird 

^34 

1 

1 

Andererseits folgt aus Grleichung 58): 

Da dies nach Gleichung 60) gleich dem dur< 
gegebenen Werte von p\ sein mu6, und d 
keiten und daher auch die q unabhangig ^ 
naten alle moglichen Werte haben konnen, 
und 61) alle Koeffizienten der q gleich seii 
allgemein: 


60) 


^ d y dp'u 
dqn ^ ^P'k d 



38 I- §9* 

o 

was mit 59) zusammen 

63) i 

Wenn wir 57) genau 
soeben oacb differe: 
so miissen wir alle iib 
und die jp' durch die 
Summe rechts in 57) en 
nach q-f^ differenziert li' 


wabrend in alien and( 
treffende q als konstai 
Merauf erbalt man am 

2 |^., 

Sqh 

xxrQ.a mif rrlAiP.lmnof 


Gl. 67-72.] 


I. § 9. Lagranges Gleich. Zweit 


und 

67) 


a 



Natiirlich wird man die Indizes des d wej 
ein fiir allemal ansgemacht hat, welche pa 
quotienten man meint. 

Wenn die Krafte eine Kraftfunktion 1 
Koordinaten, eventuell noch die Zeit entl 
sich die Gleichnng 67) in: 


68 ) 


dt dpn dph ^ ^ 


Da aber V die q nicht enthalt, so kai 
chung 68) auch so schreiben: 


69) 


d t dpn 



Setzt man nun 
70) 


E=T+V, 



1. § 10. Ableitu 


Setzt man analog 


so erhalten die Gleichun^ 
namlich: 


dqn 


d t dph 


wobei nattirlich wieder 


zwischen den p keine B( 


§ 10. Ableitxing der Lag 
der Va 


Wir woUen nocb ze 
Gleichungen ohne den 
Variationen gewinnen kai 
sierten Koordinaten jetz 
sein konnen. Die allgem 
Koordinaten konnen wir 


S 48 in 



Gl. 77.] I. § 10. Ableitung der Lagrangescl 


generalisierten Koordinaten die betr( 
identisch erfiillen. Nun ist identisch; 


77) 


(P Xjc dxjc ^ ^ _ / 

dt^ dpji ^ 


Im zweiten Faktor des letzten Grliedes 1 
nung der Differentiation vertauschen. I 


d dxjc 
dt dpn 


2 ! ^ 


c 

~d\ 


daher 


und 





dpi 



d 


dx\ 

^Ph 



d-ic* , , 

dPh dpi^^ 


d d Xk __ d x'l, 
dt dph ~~ dpfJ 


WO bei der letzten partiellen Differentia 
und alle anderenjt? als konstant, also die 
als independent zu betrachten sind. Bei 

dp.r ■nfl.r+.i aIIati TliffArA-n+.iQ.ln n Anf.Pti bQ+l/ 


I. §1 


42 

Dnrcli Substitution diese 

dqh _ 
dt d 

Wir sind also obn< 
cbung 49) gelangt, w( 
Lagrangescben Bewegi 
Bedingungsgleichung, W' 
ordinaten identisch erfO 
Wenn also alls Bedingun| 
Koordinaten identiscb ( 
letzteren keine Bedingu 
Terscbwinden iiberbaupt 

dqh 
d t 

was mit Gleichung 43) i 

§ 11. Bewegungsgle 

Wir wollen zun^chs 
Grleichungen an einigen 


Gl. 78-81.] 


I. § 11. PolarkoordinAte 


koordinaten annehmen. Wir wollen jedo 
Lagrangeschen Gleichungen gelangen, 
Falle keinen anderen Nutzen gewahrei 
etwas weitlaufige Eechnung abktirzen. 

Wir sucben zuerst nach. 32) die ge 
r wachse bei konstantem & um Sr^ d 
scbiebe sich um 

78) AB==^Sr 

in der Eichtung r. 1st E die in dies 
wirkende auBere Kraft^ so ist — dj.' F= E 

- d" V 

P, = —y"— = E 
1 ^ ^ 

die nach r wirkende generalisierte Kraft, 
bei konstantem r um S &, so erfabrt ( 
schiebung 

79) 

senkrecht zu r in der Eichtung der wa( 
die Komponente der darauf wirkendec 
dieser Eichtung, so ist — = 0 .r S i. 

F,=r0 



Gl. 83.] 


L § 11. Polarkoordinal 


d r(x, y, f) 


dann ist: 

n dV(r cos &, rsm&^t) ^ 

Jr^ = XL = r = A. 

■p ^ d V(r cos r sin 19* , jf) _ 

^2 - ^ ^ ^ - - 

Bezeichnen wir F(rcos?9^, rsini?', i 
so ist 

2 2 

die Energie, welche ftir skleronome S 
ganzen Bewegung konstant bleibt. D( 
der von den auBeren Kraften der Mass 


T+ V: 


Rdr + r0di:^ = ^dV + 


Will man die kanonische Form In 
noch imd fur / und einzufiih 

^ == li- + -Jl- 4- Y(r t 

und die kanonische Form der Gleict 
mit r, mit t?- identisch ist: 


46 


1 . 1 

x^ro.OBd'j 

Wachst r bei konf 
sich der Punkt um 
Eicbtung von r nenne] 
um so verschieb- 
Eicbtung, die wir ku 
lich cp bei konstanten 
der Punkt um rsin?9 
von (p nennen. Die K< 
den auBeren Kraft in 
cp. Die drei Verschie 
rsm&JPSpy daher c 
P, = 1 

Die drei Komponeuten 
in den drei eben bes| 
rsint9’.d99. Daher is 



und die lebendige Krt 

m ^ A./: 


Gl. 84.] 


I. § 12. Feste Achse. 


ware, und zur bloBen Einiibung raag 
Polarkoordinaten Erbrachte geniigen. 

§12. Nochmals Drebung eines starrer 

feste Achse. 

Urn an einem Beispiele von der 
zeigen, da6 die Lagrangescben Grlei( 
obne Beziehung auf irgend ein rechtwir 
system angewendet werden konnen, betn 
den scbon im I. Teile bebandelten Pall 
starren Korpers um eine feste Aclise. 

Wenn sich irgend ein starrer Koi 
nnendlich kleinen Zeit dt nm irgend eii 
nnendlich kleinen Winkel dw dreht, 
materieller Punkt mit der Masse de 
der Entfernung von der Drehungsac 
den nnendlich kleinen Kreisbogen ds 
schwindigkeit des materiellen Punktes ii 

ds dw 

^ ~ 77 "" "57 ‘ 

TliA 1 Al^A.nr^iorA PTrafl. rlASQAlhAii 
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I. § 

also senkrecht zur Ebei 
Ebene fallt. sei di 
gefallte Senkrecbte. D: 
in die Ebene E fallt, s< 
Die gesamte Arbeit der 
d$) = 

Nun ist aber das I 
was wir im I. Teile, § 
ziiglich der Drebungsac 
mit bezeichnen. S' 
festen Korper wirkende . 
der Drehungsacbse, so 
dieser zweiten Kraft wa 
den unendlicb kleinen 
Die gesamte Arbeii 
Krafte ist also, wenn wi 
statt mit dw bezeicbnei 

85 ) = 

dabei ist die Summe 
Krafte um die Drehun^ 
Es hat nun gar 


ai. 85.1 


I. § 12. Feste Achse. 


In der Gleichung 43) ist, weil nur eine 
ordinate ^ vorhanden ist, der Index a? 
erhalt also 


85 a) 


dq ___ ±T_ _ p 
d t dp ’ 


und nach Substitution der gefundenen 


was mit dem im I. Teile, § 55 Gefunden 
Doch konnen wir nach dieser Metho 
die Krafte fin den, welch e auf die Lager ' 
Andererseits konnen wir aber den 15 
LagrangeschenGleichungen noch bedeutei 
Wir denken uns beliebige feste Korper • 
Achsen drehbar, die durch Zalinrader od( 
(welche auch Masse haben konnen) so vei 
ihre Winkelgeschwindigkeiten in konst 
stehen. Wir konnen dann den Weg aa 
P unkt einer Galschen Kette oder ein 
tationsachse liegender Punkt eines rotierei 
Antriebspunkt, driving-point) zuruckgelegi 
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L 


Wenn der Weg p 
so ist die gesamte Ai 
Krafte gleich 

wobei im letzten Ansd: 
fiir den Angriffspun 
Komponente in der . 
griffspnnktes jener Ki 
welcbe die generalisiei 

ist also Qk^ic- ^ 
den Antriebspunkt re 
Lagrangesche Gleic] 
daher fiir unser Syste: 

dt^ 

Da der Koeffizieni 
wieder genau die Fo 
welcbe fiir die Bewegi 
in einer geradlinigen 
Diese Form tritt 


Gl. 85.] 


n. § 13. Eulers Drehungskoordii 


II. AUgemeinste Drehnng eines si 


§13. Generalisierte Koordinaten zur Besti 
eines starren nm einen festen Pnnkt di 

Wir gehen nun iiber zur Bewegung eir 
in welchem ein einziger Punkt 0 fest gel 
rend er im iibrigen vollkommen frei ist 
auBen beliebige Krafte wirken. Es band 
darum, verallgemeinerte Koordinaten, d. 
zufuhren, durcb welche die Lage des f( 
Eaume zu einer beliebigen Zeit t eindeut; 

Zu diesem Zwecke wahlen wir den 
Punkt 0 zum Ursprunge zweier verschiede; 
Koordinatensysteme. Die Lage der Achs 
des einen (des fixen) Koordinatensystems 
unveranderlich sein. Die Achsen Orj 
(des beweglichen) Koordinatensystems solle 
fest mit dem Korper verbunden sein, so 


Uhrzeigers oder im er 
Falle nehraen wir ( 
Immer ist also die 
Abszisseaaclise auf Ic; 
tiven ^/-Aclise uberge] 
tive ;s;-Acbse. 

Zn irgend einer 
im Raume bestimint 
lichen Koordinatensys 
diese relative Lage ei 
die Lage des festen Ki 

Um solche Wink( 
mafien. Wir bezeichn( 

die Durchschnittslinie ( 
durch den Punkt 0 g 
anfang kann man jede 
OR bezeichnen. Fur j 
bestimmt, welche der 1 
da6 die Lage dieser ( 
der Zeit verandern soli; 
wahrend einer unendJb 
gegengesetzte Eichtung 


Gl. 85.] IL § 13. Eulers Drehuugskoordin 

in diesem Sinne fort erteilen mu6, bis sie 
iibergelit, sei eben der Winkel A. Bleil 
und erhalt A einen positiven ZuwacbSy S( 
in positivem Sinne um OZ. 

Der Winkel zwischen der fixen und bew 
und zwar von der ersteren ini positive! 
Acbse OB gegen die letzte gezahlt, bei6( 
festem OZ und wachsendem 0 die Acbse 
Drebung um OB macbt. 0 ist daber aucl 
beiden Ar>Ebenen, und zwar derjenigen 
welcbe OB durcb eine kleine 
positive Drebung um 0 Z resp. 

0^ gelangt. 

Da A deren Durcbscbnitts- 
linie, 0 deren Neigung be- 
stimmt, so bestimmen beide 
Winkel A und G die Lage der 
1 7;-Ebene relativ gegen das fixe 
Koordinatensystem, also aucb 
im Eaume eindeutig, wodurcb 
aucb die Lage von 0 ^ eindeutig 
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II. 


die Werte dieser 
ist umgekeiirt du 
des jEorpers eind 
Diese drei W 
Koordinaten unst 
woUen setzen: 

Pi ■ 

Urn die Lage 
konnen wir uns c 
Dischen Anfhangu 
Ringen liege der e 
im ersten um die 
blicklich in der Eb 
die Achse OH dreb 
^ 0 ^. Dieser trag* 
baren Korper, in ( 
bundene zu Of sen 
0| babe. 

§ 14 . Generalisierte 
Korpei 

TT/llO 


Gl 86.] 


n. § 14. Generalisierte Drt 


andere urn die Achse welche c 

der Ebene der beiden Z-Achsen mit de 
selbe steht natiirlich senkrecht auf 
mit 0 7] denselben Winkel B bilden, de 
und wir wollen sie in dem Sinne ziebc 
von Ot] gegen gezahlt gleicb B, 

verscbieden ist. 

^ B 7] und B^Z^ sind in der Fig. 
Kreise, in denen einerseits die | 7 ;-Eb 
Ebene der beiden .^-Acbsen die Kuge] 

Wir wollen noch den Kosinus ii 
mit dem entsprechenden kleinen latein 
dem entsprechenden kleinen griechisc 
zeichnen, also setzen: 

86) cosB=b, smB = ^, cos (7 = 

Dann ist eSA die Komponente der I 
Achse 0 und y S A die Komponente 
Letztere kann wieder in zwei Kompone 

und Of] zerlegt werden. Da die 
den Winkel 90‘^ + j9 bildet, so sind 
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11 . § 1 ^ 


yiim Oder beziiglichso 
ZTisammeufalleu, die 
<9 1, Orj, O; haben*' 
Betrachtungei) in dei 
jeder Winkelanderung 
welche zusammen jei 


87 ) 


Oi 

6't 


Wir wollen nui 
finden. Da die Winb 
Koordinaten spielen, 
indem wir gleichzeitig 
lassen und die bei d( 
welcbe wir die Lagei 
Arbeit — d" V auf die 
Die Koeffizienten de 
ordinaten sind daim 
unendlicb kleine Dr 



Grl. 88-91.] II. § 15. Lebendige Kraft der 

selbe gilt ftir die Achsen O 7 ] und ( 
gesamte Arbeit, welche bei der Suf 
unendlich kleiner Bewegungen geleistei 
der Summe der bei diesen Bewegnnge 
x^rbeiten ist, so ist die gesamte mit — (T 
gleich: 

D( — / rV A + h (i C) + Eipy A +• /3 (5 

Setzt man den Koeffizienten von dA i 
gleich , den von <)' B gleich P^ , dei 
so erhalt man: 

88) P, + + P 2 =- 

§15. Lebendige Kraft eines starren I 
einen festen Pnnkt di 

Wir wollen nun welter den Wert 
die lebendige Kraft T des Korpers zu 
hat. Wir lassen zu diesem Zwecke e 
Zeit dt vergehen und bezeichnen mit 1 
wirklichen Zuwiichse dieser drei Winkel 
Das Schema 87) gilt fur beliebige unen( 
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II §15. Lebe 


(i3, ^ bezeicbnet werden 
drebung d w auf die Acts 
Gesetzen iiber die Zusam: 
Vektor, dessen Projektionc 
0^ gleich d(p, c 

92 ) dcp=^dwQ>o^[ii^)^ d} 

Die Acbse £2 lieiBt di 
weil die ganze Lagenande 
der Zeit dt durch eine e 
erzeugt werden kann. Wi: 
unendlich kleinen Zeit dt 
wahrend derselben eintritt, 
keit Es ist also dwjdi 
jener Drebung um die Ac 
Mderung des Korpers wa 
Wir nennen sie die Gesam 
die augenblickliche Winkeli 

do) dw / ts 
dt --Jf I) 

und 

d^f __ i 


Grl. 95-97.] IT. § 15. Lebendige Kraft der Dr* 

heitsmomentes des Korpers beztiglicb die 
Quadrat der augenblicklichen Winkelgej 
Korpers ist. Daher ist die lebendige KraJ 
T = ^K(d^, wobei If dessen Tragbeitsmom 
Geraden ii, also der augenblicklichen Dre 
Es seien rj, ^ die Koordinaten irge 
teilchens m des Korpers beziiglich der 
ordinatenachsen. Ferner sei 

wobei die Summen iiber alle Massenteilche 
erstrecken sind. Da die beweglichen ] 
unveranderlich mit dem Korper verbundei 
diese seeks GroBen wahrend der ganzen 
G, E und J sind die Tragheitsmoment 
ziiglich der drei beweglichen Koordinate: 
G', H'j J' sind dieselben GroBen, die wir in 
mit a, by e, d, e, f bezeichnet haben, wahr 
Uy y bezeichneten Richtungskosinus der 
welcher das Tragheitsmoment gesucht wir 
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II. § 16 . i 



Hatte der Korper kei 
der Winkelgeschwindigkeit 
Ebenso ware 
die Drehungen urn die Acki 
resp. Die 

Summe dieser drei lebendig 
um 0| resp. Ot] und Oi 
Koordinatenachsen Hauptti 
alien anderen Fallen, wie 
Superposition mehrerer Bev 
der Summe der lebendiger 

§ 16. Die Enl 
Da wir drei verallgei 
haben wir in den Lagr 
setzen ^ == 1, 2 und 3. ^ 

TT- 

bebandeln, welche wir erha 
^ ist, so wird: 

^2 


Gl. 99-101.] 


II. § 16. Eulers Gleiehungen 


daher: 

dT _ d_T _ .d: 

aK dB~~ ^ dl'^ ^ di 

Die Substitution dieser Werte und d( 
aus den Gleichungen 88) in Gleichung 98] 


99) 





Die beiden anderen Bewegungsgleicbu; 
ableiten, indem wir in den Lagranges( 
= 1 und ^ = 3 setzen. Wir gelangen j 
andere Betrachtungsweise rascher zum Z 
zwar die Winkel -4, J5, Q welclie bezllglich 
aclisen eine unsymmetrische Lage haben, 
Gleiclmng 99) benutzt, sie kommen jedocb 
selbst gar nicht melir vor. Dieselbe enth 
GroBen, welche sich bei zyldisclier Verta 
ordinatenachsen selbst zyklisch vertauschei 
Genau so wie wir die Gleichung 99) 
man eine andere Gleichung ableiten kor 
den Winkel dor beiden Abszissenachsen n 
der ih resp. tz-Achse mit der Durchschnit 
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n. § 


daher: 

6 2 BT 

m -ij- 


Wahltman die bewe 
sie Haupttragbeitsacbsen 
natUrlicb immer tun wire 
dagegen spreeben, so wir 

103) i 

und die Gleicliungen 99) 



104) 




Diese Gleicliungen h 
Sie bestimmen zunaclist . 
man hat dann noch 
Gleicliungen 94) als Fun! 
durch erst die Bestimmu: 
seiner Lage zu jeder Ze: 


Gl. 105. 106.] 


n. § 17. SpezialMle. 


d. la. wenn die Drelmng -am eine der drei 
achsen stattfindet. Es stimmt dies mit d 
§ 60 gefundenen Resultate tiberein, da6, \ 
urn eine unveranderlicbe Acbse rotiert, d 
tragheitsacbse ist, stets Krafte auf dies( 
niiissen. 

2. Wenn alle drei Haupttragheitsmom 
so werden die Gleichnngen 104) voneinai 
nnd jede derselben stimmt mit der G1 
welclie wir fur die Drehung nm eine feste 
liaben. Es wird also dann die Drehung \ 
ordinatenachsen durch die Drehung um die 
Koordinatenachsen nicht beeinfluBt (als ni 
durch jene anderen Drehungen etwa die Mo] 
bezuglich der ersten Koordinatenachse gea 

Die Drehung um jede der Koordinater 
also genau so, als ob der Korper nur 
drehbar ware und in jedem Zeitmomei 
Drehungsmoment um dieselbe drehend wirk< 
z. B. keine auBeren Krafte wirken, so gesch 
um jede der Koordinatenachsen mit koi 
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11 . § 

speziellen, sondern im gan 
behandelten Falle. Irgen. 
Korpers befinde sicb zur 
und gelange infolge der I 
tioaen dieser beiden Punki 
Zeit t mit der ^yJ-Ebene 
Dana ist A E 0 A ,l,dt 
OAE aber ist OA^.l.d 
des 1. Teiles das Flaclieai 
Acbse 0 1 geaaaat haben, 
der Flacbenaiomeate alle 
ziiglicb der Achse ij 
leicht, da6 durch die Dr( 
Flacheamomente aur ur 
geaadert wird. Ebeaso s 
Flacheamomeate aller Ma 
der Achsen Orj and Of. 

Diesen drei GroBen 
des L Teiles Aaseiaaadei 
der drei Wiakel proporti 
dea drei Xoordinatenach 

RllTYlTYIPi TTI ji.P.llAriTnA 


Grl. 108.] 


n. § 17. SpezialMle. 


Anfang der Zeit hat, wahlen wir als 0|-Ac 
sie wieder in dem Sinne, da6 die Drehung ( 
die positive 0|-Achse zu Anfang der Zei 
Sinne geschieht. Dann ist fiir t = 0, (jl { 
daher in den Gleichungen 106) t = 0 nnd 
aucli die Drehung um 0 Z im. positiven Sim 
liegt zu Anfang, und daher immer G zwiscl 
und es ist in den Gleichungen 107) die ^ 
tivem Zeichen zu nehmen. 

Die Gleichungen 94) liefern ferner: 


108 ) 




fji = ig 


V = konst. = 


dA d 
dt 1 


Aus den beiden ersten dieser Gleichungen : 

WO die oberen oder unteren Zeichen zu! 
Aus der letzten der Gleichungen 108) folgt 
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11 . § 18 . 1 


Ebene der beiden i»-Acbse 
0| enthalt, so ist auch A 
Ot bescbreibt eine 
wobei sich die Ebene der 
gescbwindigkeit A' ^ ijy 
Drehung des Korpers um 
keit V und gleicbzeitig he 
auf 0^ senkrecbte Achse 
entspricht. Die angenblick 
sich der I^^rper in^d 
gescbwindigkeit +1^ 
der beiden ii-Achsen, m 
wenn 0> J, sonst auf 
tg[Z,^)= Gi I Jv, tg(i2, 

§ 18. Algebralsche Loi 
Pehlens 

Wir gehen nun libe; 
das Tragheitsellipsoid ei 
keine auBeren Krafte wii 
dafi die G-leichungen 104 


G-1. 111-113.] 


11 . § 18 . Algebraisehe Losung. 


ist, da die linke Seite dieser Gleichung 
lebendige Kraft des Korpers darstellt. 

Multipliziert man von den Gleichnngen 
mit Qly die zweite mitllfji, die dritte mit J 
wieder, so folgt in derselben Weise 

111) Qn^ + /fV^ + 

wobei h eine zweite Integrationskonstante 
01, I/jW und Jv die Flachenmomente der g( 
des Korpers beziiglich der Achsen 0?; 
(vergl. § 17, Punkt 3), so ist h das maximale E 
des Korpers, also dessen Plachenmoment bez 
variabeln Achse K (vergl. I. Teil, § 31), dere 
den beweglichen Koordinatenachsen durch di 


112 ) 


cos [K, I) = 1 (? A , cos [K, 71) = ^ 
cos(7f, a = 


gegeben sind. Ziehen wir sie immer in dei 
das Elachenmoment des Korpers beziiglich de; 
ist, so haben wir h mit positiven Vorzeichen 5 
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n, ? 


metrische reduzieren 
Paragraphen behanc 
zieren sich auch an 
also der Abstand 
schreibenden Ebene 
ellipsoides gleich de 
Wie im allgem< 
Form auf die sogei 
einfacbster Weise ( 
auszudriicken sind, 
Fiinktionen ausfiihr 
weniger eingeben, ; 
elliptischen Funktio] 
yielmehr zur Entwic 
Theorie iibergehen, 
der Bewegung des ii 
liches Bild zu mach 


§ 19. Poina 

Weder die Acts 
gehbrige Tragheitse] 


Grl. 115-1 IT.] II. § 19. Poinsots Konstn 
115) , = ; 


die Koordinaten seines Endpunktes i 
auf dem Traglieitsellipsoide liegt, so er 
Grleichimgen 114). Es ist also: 


"( 


woraiis folgt: 


116) 

CO = /c p ^ 

117) 

t. 1 u 

^ = I > 


Die aiigeiiblickliclie Winkelgesch 
in jedem Momente proportional der L 
messers des Traglieitsellipsoides, welc 
aiigenblickliclien Drehungsachse hat. 

Wir wollen noch im Punkte Q! e 
an das Trilgheitsellipsoid legen. Die i 
gefallte Normale liabe die Lange p m 
ordinatenachsen die Winkel (p, |), [p, 
Wir machen nnn von folgendem 
analytischen Geometrie Gebrauch. 'S^ 
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II. 




a= 1/1/ 

Da Si der Beruh 
die Werte 117) ei 

118) 

Die erste Formel 
Tangentialebene !1 
Bewegung der Ko 
aucli die Richtui 
auch relativ gege: 
licli bleibt. Deni 
invariablen Acbse 
cos (p, J) gefundei 
wir fiir die Kosin- 
Acbse mit den bi 
Wenn wir d 
nacb der Seite 
moment mit posit 
die Strecke Icjh 
zur inyariablen I 



GL 118.] II. § 19, Poinsots Konstri 

sich zudem unmittelbar vorher diskont 
getodert haben, da sonst der Punkt 1 
aus dem Innern des ersten lierauskom 
Normalkomponente ist Null, aber dei 
gegeu den ersten Korper eine von 1 
schwindigkeitskomponente, deren Rickt 
Tangentialebene fallt; damn sagt mai 
an dieser Stelle aneinander. 3. Auch 
nente der GescliAvindigkeit des Pun] 
Bewegimg des zweiten Korpers gegen 
Null, so daB dessen Weg bei dieser Re] 
einer unendlich kleinen Zeit dt klein 
dt ist, also durch dt dividiert mit 
Grenze Null zueilt; dann sagt man, ( 
einander. 

Die folgende ist eine allgem einere 
von welcher die aoeben gegebene ei 
welche auch den Fall einschlieBt, dat 
punkte Yorhanden aind, die auch in 
der Obertlachen licgen konnen; nur i 
aus, daB auf eine endlicbe Strecke u 
Oder Snitzen fallen. ..Zwischen den 


Die Bahn des fei 
zessiven Lagen, die er 
der sukzessiven Lag< 
ist durch die Gestalt 
den Wert des Verha 
Winkelgeschwindigke 
multiplizierten Halbn 
Bndpnnkt in der Ebe 
keit des Korpers in i 
man h und h separai 
einander die Beriihr 
Ebene T stattfindet, 
aucb auf der Ebene 
Kurve heiBt die Poll 
Poloide hat eine lem 
einem zusammenh^ 
derten Teilen. Die 
schlossene oder ung( 
Pigg. 10, 11 etc. des 

hfti ZftTitrfl.lhAWAfi 


ai. 118 .] 


II. § 20. Poloide, Serpol 


Das letztere Ellipsoid ist also gestrec 
von der Kugelgestalt starker ab als d 
Die Durchscbnittslinie der beide 
Poloide. Es mogen beide Ellipsoi 
nnd zwar sei O < H < J, so daB alst 
groBte Halbachse beider Ellipsoide nn 
heitsmoment des Korpers gehort. Di 
andert bleiben und wir studieren vers( 
desselben, wobei die Anfangslage ( 
Drehungsachse, also das Verhaltnis^/^ ' 
ja von den Anfangsgeschwindigkeiten ( 
pers abhangt. Dann bleibt also das ' 
verandert und auch das zweite Ellips 
sich selbst und andert nur seine absol 
Solange ist, sind alle 

selben kleiner als die des Tragbeitselli 
das zweite Ellipsoid ganz innerbalb d( 
und die betreffenden Werte der Ko 
keiner moglichen Bewegung. Wird hj 
sich beide Ellipsoide an den beide 
Achse. Der Korper dreht sich also n 

A 
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n. §2 


einem Kegel bewegen, c 
Winkel mit der Rid 
Tragheitsellipsoides ein 
Wkchst hjk nocb 
artige Kurve wieder in 
jetzt die beiden Pole 
eUipsoides umgeben v 
zuriickzieben, bis fiir h 
diesen stattfindet, der 
groBten Tragheitsmome: 
Wert von hjk entspricl 
bei die augenblickliche 
Acbse des groBten 
Werten entspricht kein 
Apparate zur Ver 
stellung der Bewegun^ 
baren Korpers haben 
konstruiert. 

Die eine Halfte d 
Gips oder MetaU mode] 
das sich im Mittelpunk 
Eichtungen frei drehl 


Gl. 118.] 


n. § 20. Poloide, Serpoloi 


bei der obne EinfluB von Kraften nac] 
Mechanik erfolgenden Bewegung des 
wiirde. 

Legt man durch die Serpoloide eir 
Kegel, durch die Poloide einen fest 
Korper verbundenen Kegel, welche b( 
festen Punkte 0 haben, so rollt wahren^ 
letztere Kegel auf dem ersteren. 

Man kann auch aus dieser Konstri 
fundenen SMze iiber die Stabilitat de 
Achse groBten und kleinsten Tragheit 
Labilitat der Rotation um die Achse d 
tragheitsmomentes herleiten. Wenn sich 
anfangs um eine Achse drehte, die mii 
des Tragheitsellipsoides einen sehr kL 
(d. h. einen Winkel der klein ist gegen 
groBten Halbachse in die Differenz der g 
Halbachse), so ist nur wenig kleiner : 
achse des Tragheitsellipsoides und al 
selben, welche erhebliche Winkel mit 
bilden, sind kleiner als p, reichen daher r 
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11 . § 21 . fi 


Achse die Ellipsoidflac 
Serpoloide einer Spirak 
bewegung, die dem Fi 
nahe komiaeii und sich 
kann und dann wieder 
Drebungsacbse entfernt 
lich um endliches Yon 
ellipsoides. Man sagt, 
andaxiern, ist aber labil 

Falls das Traghei' 
siebt man leicht, wie d 
zu den Resultaten fubi 
ableiteten. 

§ 21. Allgemeine G] 

sckweren Eotation* 

Wir haben den Fg 
eines um einen festen 
Korpers bezuglich dies( 
scbon in § 17 ausfiibrlic' 
daB keine auBeren Kri 


(t1. 120-122.] IT. § 21. Schwerer Rotationsl? 


Krafte urn die Achsen OR und OZ eini 
aus den rechtwinkligen spharischen D 
'tjRZ der Fig. 1, § 13, Seite 53 leicht 

120) GOs{0§, O Z) = — cos(<9?; 

(vergl. das spater vorkommende Scheir 
ist also: 

91 = ~-D/9/ + jE' 5/ + . 
Wir wollen hier fiir D, E, F, die Wer 
ftir If fjL, V die Werte 94) und ftir fjf, ^ 
Differentiation nach der Zeit folgenden 

A' = ~ /?/ A" + b C" ^byA'B' - /5 
fji' = by A" + /? C" --^yA'B' + he. 
v =:cA" --B" -^yA' G' 
substituieren. Es folgt: 

' -^oyA^^) + Jy{cA'^- 

31 = A -oB')^ Gy^A' 
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11 . §21 


Nun ist aber die leb 
T = 

Die Substitution der 
123 ) 

Die Einfiilirung die 
liefert sofort die Gl( 
verstandlich, warum 
clmiigen nach der le 
das Moment 93 (Hein 
punkt am inneren be 
hangnng haben, dur( 
keit des Korpers uc 
die bloBe Tatsache^ 
mit der Acbse des 
Korpers mitbewegen 
ganz der ricbtige. 

Falls das Momei 
auBeren Krafte zu al 
von den beiden a 
momentes gleich Nr 


Grl. 126-128.] II. § 21. Schwerer Rotations^ 

momente hat, nur eine eiBzige Kraft 
licher GroBe und Eichtung wirkt, derei 
der durch den Drehpunkt gehenden . 
0^ liegt, der das verschiedene Hauptti 
spricht. Dieser Pall ist z. B. realisic 
Schwere auf den Korper wirkt und s( 
Of liegt. 

Wir wahlen die nnveranderliche ] 
zur negativen fixen OZ-Achse, ziehen 
Schwere die positive fixe 0 Z-Achse ver 
Perner wahlen wir diejenige Halbachs 
Angriffspunkt der Kraft p, also im Pal 
Schwerpunkt liegt, als positive Of-Ac 
dessen Entferimng vom Drehpunkte mi 
Palle der Schwere p das Gewicht des 
Entfernung des Schwerpunktes vom D 
Kraft p iibt jetzt nnr ein Moment pi; 
Winkel 0 zu vergroBern sucht, keines i 
Winkel A oder B, Es ist also: 
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moment des Korpers be 
was selbstverstandlich is1 
Achse stets das Momeni 
Dazu kommt noch 
welcbe wir am einfacbi 
Wir multiplizieren die ( 
dazn die mit Jl multipli: 
nacb t Es folgt: 

Q[C' G' 

xind daraus durch Integ 

129 ) + 

wobei / eine nene Inte 
der Tat nicbts anderes 
Kraft ist, erkennt man 
stant ist, reduziert sicb 
digen Kraft auf -J- 4 

gleich 4* : 

f jply dt = plo + kon 
Eliminiert man aus 

(TrnRA A' sn Tyian 


Gl. 130. 131.] 


II. §22. Spezialfdlle. 


1. Die Verbindungslinie des Drehpunl 
punktes, welche wir die Pendelachse neni 
tragheitsachse sein. 

2. Aut dieser Acbse mu6 seine augenbli 
achse zu Anfang der Zeit senkrecht stel 
dieser Zeit iiberbaupt eine Bewegung hatt 

3. Die Tragheitsmomente beziiglich 
Drehpunkt senkrecht zur Pendelachse 
rniissen gleich sein. 

Die G-leichungen 126) und 129) sti) 
Falle vollkommen mit den Gleichungen, 
I. Teile, § 40 S. 144 ff. fUr die Bewegung d( 
dels fanden, wenn wir an Stelle des dort m 
Winkels 180® —O', an Stelle des mit ^ beze 
den Winkel A und an Stelle der Konstante 
Konstante l^pjO, l^xjO und setzen. 

Stelle des Winkels, welchen die vom Aufh 
dem beweglichen materiellen Punkte gezogei 
Vertikalen bildet, der Winkel, den die Pen 
Vertikalen bildet, an Stelle des Winkels, di 
Aufhangepunkt und den beweglichen mate 
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Koordinatensystem OX 
immer mit der fixen : 
soil zu Anfang der Zed 
in der festen »2/-Eben( 
keit urn die feste ; 

i. (jr 

also so, wie man anf 1 
znr positiven aj-Achse { 
OX' sollen also znr 5 
einschlieBen. Znr selbt 
OB und OX' 

■^OB 

Wir fiihren lieber dei 
ebene, die die Pendeli 
Ebene also den Winke 
a-Achse begrenzten E 
denen die eine die Ac 
entbalt. Da die erst< 
OB steht, so ist: 

132) &=={4zOB, G 


Gl. 133.] 


II. § 22. Spezialfalle. 


der Erde ware, wie die eines am Pole a 
caultschen Pendels relativ gegen die Ere 
den Pendel miissen noch die schon a 
Paragraphen hervorgehobenen Bedingungc 
die Verbindungslinie vom Drebpunkt 
Haupttragheitsachse ist und da6 die Tra 
ziiglich aller durch den Drebpunkt senkr 
bindungslinie (der Pendelacbse) gezogener 

Die Pendelacbse des niebt rotierendei 
kann sicb natiirlicb, je nacb den Werte 
absolut im Raume in einer Ebene, einei 
Kreiskegel bewegen. 

Dieselbe Bewegung maebt nacb der 
tbeorie des Liebtes ein Atberteilcben, we 
elliptiscb oder zirkular polarisiertes Lich 
fortpflanzt, der die Polarisationsebene 
durcblauft ja dieselben Bewegungspba 
welcbe die versebiedenen Atberteilcben 
der alten Undulationstbeorie gleicbzeil 
erklart man die elektromagnetisebe Dr 
sationsebene des Liebtes oft dnreb die 
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eines Kreisels nennt, 
schwerer Rotationskorp 
Rotationsachse 0 f drehl 
richtung aufgesetzt, die 
denen Punkt 0 der Acl 
ist die Ene: 
die Achse 0^, welche ^ 
stant bleibt. 



ist die iibrige Energie 
desselben in seiner Gl 
Energienullpunkt gewal 
natiirlich ebenfalls koni 
G nahe gleicb 180® se 
dingung, da6 der Kor] 
aufgesetzt wird, prazisi 
xmd daber immer klein 
Da im Ausdrucke j 
positiv sind, so miiB nm 
klein gegeniiber s 

nicht sehr groB gegeni 


G-1. 134. 135.] 


II. § 22. Spezialfalle. 


aus den Gleichungen 94) abgeleiteten Wer 
dpjdt in die beiden ersten der Gleichun| 

Diese beiden Gleicbungen sind identiscb, 
der ersten mit b y oder der zweiten mit / 
sicht anf 124): 

134) 


Jv ± ]/J^ -- iO-ep l 

~ ~^JWe 


135) A 

Sei zuerst C gleich 180® — wobei e 
= — Jv ± + iG plc 


2 G QOB 6 


Fiir V == 0 entspriclit dies einem 
genannten Kreispendel, d. h. einem Pend( 
punkt sicb in einem horizoutalen Kreise I 
eines Hinganges ist TtjA', 1st v yon Nn 
entbalt das Kreispendel einen um die 
seines Schwerpunktes und Anfhangepunl 
rotierenden Korper. Die Schwingungsda 

1 * n - . :i Ji _ •r*-. Ji • i . 
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136 ) 

1st C ein spitzer Wiiik( 
nur moglich fur 

J' 

und zwar, weun das Un 
scMedenen Geschwindigl 

Kehreu wir wieder 
sierung zuriick, d. h. i 
ist. Danu wird - die e; 
alien drei Fallen {G < 
(im zweiten genau unei 
drei Fallen mit wachs 
angenahert den Wert ! 
kannten sogenannten P 
ist, so dreht sick dabei 
im positiven Sinne um ( 
Sinne um 0^ erfolgt. 

Genau dieselbe Pra: 
moglicb, wenn unter si 
Scbwerkraft beliebige ai 
deren Wirksamkeit auf 



ai. 136.] 


II. § 23. Dreliungskomponente: 


§ 23. Komponenten der Drehung um di 
Winkel der fixen und bewegliclier 

Zwischen den verschiedenen beim Prob 
eines festen Korpers um einen fixen Punl 
GrdBen besteht nocbi eine groBe Anzat 
ziebungen, welche wir nun kennen lernen w< 
in den Gleichungen 94) die augenblickliche 
digkeit co in drei Komponenten um die 
ordinatenachsen als Drebungsachsen zerb 
sie nun in drei Komponenten um die drei f 
acbsen 0 X, 0 Y, 0 Z als Drebungsachsen z 
letzteren Komponenten mit I, m, n bezei( 
tracbten jede der drei Lagenanderungi 
treten, wenn 

1. bei konstantem B und G der Win 

2. bei konstantem A und C der Win 

3. bei konstantem A und B der 'S^ 
wacbst, und zerlegen jede in drei Drebui 
fixen Koordinatenacbsen. Die erste Lage] 
keiner weiteren Zerlegung, da sie einer 



88 


IL §23. 


also ganz wie im Schema 
die Komponenten der er{ 
in die dritte die der d 
die erste Horizontalreil 
urn OX, in die zweite 
OZ, so erhalten wir fol 



dj 

OX 


or 


OZ 1 

d 2 


Um I, m>, n zu find 
wahrend der Zeit dt i 
C um dC = G' dt wachs 
Drehung, welche der E 
fahrt, ist die Komponei 
der Eichtung 0 X, und < 
gilt, so ist also: 

138) 1 = ^ ayF + aC 
Wir wollen nun die 


Gl. 139. 140.] IT. § 24 . Differentiale der Richtim^ 



139) ' 

0? 

1 Ux — ab + ot^c 

«3 

1 

11 , 


0 rj 

Vx — a^^-^ahe 

Vy ^ a ^ a 


ot 

a 

II 

H 

1 ^ 

1 

II 

?a 


Nach bekannten Formeln der analyti 
hat man ferner: 


+ m/ = 1 + 

V + +«’/ = ! + 

140) { + w/ = 1 m/ + 

+ ®a,«y + “’*% = 0 % + 

+ 

■ +'®y% + 0 W + 


u = VW — V z=zWU,—‘ W, U. 

U,=VW^ — VW,. 

y z X X z^ y z x x z' 
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II. § 24. Diffei 


Uy + dUy. . . die Werte, 
t + dt haben, und wolk 
fxdt, vdt urn die drei A( 
zusammengeiiomirLeii der 
sind, welche der Korpe] 
Wir wolleii da die 
Die einen sollen ohne 
sicb mit dem Korper r 
Lagea Of'. Orj^ Or 
sollen zur Zeit t mit 0 
im Eaume nnd daher ^ 
gegen OX, 0 Ty 0 Z blei 
zur Zeit t und 0 , 0 ' 

ordinatenachsen Winkel, 
or, or und or abi 
deren Kosinus u^ + du„ 
Die gesamte Lagen 
Zeit dt kann man sicb < 
Yorgebracbt denken; 

1. Der Korper erfa 
O^j. Schon bei dieser 
mit dem Korper verbund 


Gl. 141-144.] n, § 24. Differentiale der Eiclitungsb 

Korper verbundene Acbse Orj" in die La^ 
gefiibrt werden. Da sie sich hierbei wieder 
bewegt, die senkrecbt au£ der Ebene der b 
und Oifi' steht, so andert sich deren ’ 
um unendlich Kleines zweiter Ordnung, es ist a 

141) cos(0^3^, Orj") = Idt. 

Of]'" ist aber genau die Lage der Ach 
schon oben mit Or]'" bezeicbnet wurde. D 
Lage, die dadurcb entsteht, daB der Korper 
wahrend dt erfolgende Lagenanclerung erfa 
die Acbse Orj fest mit ihm verbunden bleibi 
der Winkel, welche Ofj'" mit den fixen Koc 
bildet, sind daher diejenigen GroBen, w( 
% + bezeicbnet babei 

mit denselben Koordinatenacbsen diejenigen 
deren Kosinus wir mit Wy nnd bez 
Daber ist: 

142) I + <^ + % 0 


wegen 



92 II. § 24. Differe; 


ist. Man erhalt dalier i 


145) 


;, = • 


dwa 


^ dt 


146) 


Die zyklische Vertauscli' 

dWy 

yHJ 

dUy 


dwx 
a = rr 
^ ^ dt 


+ 


V V, 


d 


® dt 


+ 


y dt 


Diese Gleichungen 
wir in ihre rechte Seite 
Schema 139) einsetzen. 
nach der Zeit kann m 
dann auch in die recht( 
und 146) einznsetzen sir 
Seiten in 144), 145) m 
die nach 94) gleich A, fx 
Wir konnen analog 
und deren Differentialqi 
Idif mdt und ndt sine 
dem Korper um die A' 
miissen, um die Lagei 
walirend der Zeit dt m 


GL 148-150.] 


II. § 25. Andere Relationen. 


die Achsen OX^ OY, O Z doppelt gezeichne 
ohne unteren Index sollen die oben besprochei 
um die Winkel — Idt, — mdt, — ndt machei 
die wir mit OX^, 0 T^y 0 bezeichnen wol 
im Eaume und daher auch relativ gegen 0^,C 
da wir jetzt auch die Lage der letzterei 
veranderlich lassen. Die Drehung —Idt gej 
Achse OX. Dutch dieselbe gehe OY in 
iiber, so da6 man analog der Gleichung 141 

148) - Idt = sin(0 Y, 0 T) = cos(0 T, i 

Dutch die beiden Drehungen — mdt u 
die Achse 0 7^ und 0 soil die Gerade 0 Y 
0 Y" und 0 Y'" tibergehen. Es ist dann < 
oben schon so bezeichneten Geraden identiscb 
die beiden zuletzt erwahnten Drehungen de; 
nur um unendlich Kleines zweiter Ordnung a 
aus Gleichung 148): 

149) co8(Or", OZ^)^^ldt. 

Da nun 

cos(OZ,, 0|) = w , cos(OZ,, Orj)z=:v . cos( 



94 n. § 25, 

+ 

als lineare Gleichungen 
terminante der Koeffizie 

V, 

\ “’i 

so folgt: 

f 

151) Myj 

I u,A 

Addiert man die Quadri 
man links A^. Die reclil 

(V + V + 

bringen. Es folgt also 
Bringt man die p( 
0^-Achse. und eleichz( 


G-L 152. 153.] II. § 25. Andere Eela-tionen. 

Koordinaten desselben Punktes beztiglich de 
Koordinatenachsen. Die letzteren Koordinate 
Datiirlich nicht mit der Zeit. Dann hat man 
kannten Formeln ftir Koordinatentransformat 

2/ I + 

( i=^ %^ + 

153 ) I r] = + v^y + 

\ ^ ^ + '^yy + • 

In jeder dieser Gleichungen zieht ein h 
Oder a; auch den Index x oder y oder i 
griechischer Buchstabe ri oder ^ aber d( 
Uy V oder w. 

Wir wollen nun die Zuwachse dx, dy^ 
welche die Koordinaten x^y^z durch diejenige I 
erfahren, die der Korper wahrend der Zeit d t 
Lagenanderung kann durch die drei Drehung 
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n. §2 



dx __ t i 

■57 “ 

Substituiert man fi 
chungen 153), so folgt m 
wieder die erste der 
halbe Masse jedes Mj 

Quadrate seiner Gescl 

multipliziert, darin — 
ersetzt und liber alle 
man wieder den Ausd] 


Gl. 154.] 


n. § 26. Allgemeinste Bewegung 


Wir konnen also in alien Formeln, welclie 
momente D, E, F nicht entkalten, die A( 
OZ mit den Achsen 0^, Orj, 0^ nnd • 
tauschen, wodurch sich auch die Winkel 
tauschen, dagegen (7 in — (7 und folglicli a 
und / in — / tibergeht. Alle derartige F( 
geometrischem Charakter bleiben daber ric 
jede in der folgenden Reihe angefiibrte Gj 
der nachsten Reihe unter ihr stelienden, 
jede in der zweiten Reihe stehende mit der 
den vertauschen: 

X, y, h G, 

I V, & ^ 

%,Vy^ dagegen miissen ungeandert bleibe 
Vertauschung erhalt man z. B. aus = a b 
sprechende Formel fiir v^, ebenso aus I = 
den fiir — X gefundenen Wert etc. Derartige 
regeln ersparen, wenn man die eine Halfi 
gefunden hat, die Arbeit der Ableitung der 
Hat man aber alle Formeln bereits abgeleit 
Vertauschunffsreereln wenisrstens eine oft wil 
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n. §26. 


ist dies in der Tat de: 
wird, da man dadurch 
moglichst einfache zerk 
nocli nicht die Bewegur 
Fall explizit liingescliri< 
Behandelt man ds 
AUgemeinheit, so werd 
komplizierter und unans 
daB man alle Aufgabe: 
derselben Formel beisar 
derselben gewinnen ka 
dieser Bebandlungsweis 
Lagranges M6caniqu6 
lesungen iiber Mecbanit 
Ich will bier nnr k 
behandelten Spezialfalle 
gemeinsten Fall enthalt( 
rigkeit zu den allgemei 
Um in der allgem 
kommen freien festen I 


GI. 155-158.J II. § 26. Allgemeinste Bewegun^ 

naten des Punktes O bezuglich der beweglicl 
achsen, mit I, m, n und X, /x, die Kompom 
blicklichen Drehungsgeschwindigkeit des K( 
fixen resp. beweglichen Koordinatenachsen, 
die Koordinaten des Scliwerpunktes S des 
lich der beweglichen Koordinatenachsen (ver 
lich setzen wir analog wie friiher: 

= cos {X, I), Wj, = cos (r, I), = 

Wtirde der Punkt £2 ruhen, so waren b< 
bewegung des Korpers nm den Punkt Q d 
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes S ir 
der beweglichen Koordinatenachse : 

155) -'Tjv + Cf^, + -I 

(Infolge der Drehung X allein waren sie 
mein 145) des 1. Teiles Null, — /L^, +X 
dazu die durch zyklische Vertauschung folg 
digkeitskomponenten infolge der Drehungc 
folgen die Formeln 155); vergl. auch die 
Dazu addiert sich noch die Progresi 
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n. §26. 


(?!=(?+ iff, J 
Q^=G'+Mr,^, . 

(vergl. Pormel 149), § 1 
Die gesamte leber 
im I. Teile am Sclilussi 
Summe der Ausdriicke 
die Werte 156) substit 

169 ) 

Wir wollen nun 
auf den Korper wirkei 
beweglichen Koordinat 
Die GroBe X ist dann 
der Gesamtmasse M d< 
schleunigung des Sch'w 
der Eichtung zusamm 
szissenachse gerade zu 
komponente des Schwe 
Zeit t ffleich <». Zui 


Grl. 160 - 162 .] XL § 26 . Allgemeinste Beweguaj 

daher mit Vernachlassigung von unendlich I 
Ordnung 

92 = 9 + ^'^— + 

Die Beschleunigung des Schwerpunktes 
welche die bewegliche Abszissenachse zi 
aber ist 

und da diese Beschleunigung mit M multi] 
sein mu6, so hat man schlieBlich: 

Mvx - M(i.-\p + X 


Diese Gleichung kann mit Kiicksicht at 
von T und die Werte 156) von (jo, 'ifj aucl 
werden 


160 ) 


A. II.- iZ _ Hjl-) 

dt d u ^ dv ^ dw 


was mit der Gleichung 12) der 6. Veriest 
hoffschen Mechanik tibereinstimmt. 



r i 

H ' 
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II. § 


I' 


Nun folgt aus 
dT 


I!- 


dX 
dT 
6 ^ 
dT 

dv 

A A 

dt 61 


Driickt man v( 
scheinenden Werte 
6 T 

tmd -r- aus tmd si 

6 V 

1601 so liefert die 


ai 165 .] 


IL § 26. Allgemeinste Bewegun^ 


augenblicklichen Riclitung der Achsen £2 
zogenen Achsen gleich Die] 

des Korpers beziiglich dreier gleichgerichte 
fixen Koordinatenursprung 0 gezogener I 
0^ sind nach § 81, S. 112 des 1. Teiles u; 
groBer, welche der stets in S befindlichen 
bewegten Masse M bezuglich der letzteren 
Da die Punkte 0 und S bezuglich der Achs 
die Koordinaten a, b, c resp. rj, ^ haben, i 
ordinaten von S bezuglich der Achsen 
| — a, rj’-h, ^ — <3. Die Geschwindigb 
von S in den Richtungen der beweglichen Ko 
sind nach 156) 

Jl ^ Jl ^ 

M du ^ M dv ^ M dw ^ 


daher ist das Flachenmoment der in S ] 
dachten Masse M bezuglich der Achse 0|: 


(fl - b) 


d T 
d w 


-{l-o) 


bT 
d V 


Das Flachenmoment des ganzen Ki 
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III. §27. N 


ist, da6 aus 160) folgt 



und nimmt dazu die r. 
durch zyklisclie Vertau 
ergibt sich unter Zaziel 

166) 

Setzt man den Diff 
der Zeit gemaB dem 
Drehnngsmoment Dfix a 
szissenachse nnd bildet i 
zyMiscbe Vertanschung 
man das letzte System 
Korper geltenden Gleic 
unter Beriicksichtigung 
nungen Yon denen Kir( 
identisch ist, welches die 


Gfl, 167-173,] III. § 27. Nichtholonome Koordinatei 


dann jedenfalls durch Gleichungen von der I 
chungen 23) mit den rechtwinkligen verknup: 

Wir nennen den ans diesen bei Konstai 
folgenden Differentialquotienten von Xy. m 
tiellen nach i und bezeichnen ihn mit dxyjdt 
Bedeutnng bat dx^/dp^^, so daB man also b 


167) 


4 ^ = 77 *= 

0 t 



Aus denselben Gleicbungen folgt: 
168) Xy = + '^k Illp\. 


Dagegen ist bei Bildung der Sxy die Ze 
erbalten, so daB man bat: 

169) = 


Verstebt man daber unter einem partielb 
quotienten der x\ einen solchen, vrobei von d 
Py^ und p\ alle konstant erbalten werden, bb 
nacb welcher differenziert wird, so ist: 



106 m. § 27. 

SO dafi wir schreiben 


174 ) 


bdjt ^ 

dt 


Die geometrische 
Q-rofien ergibt sicb du 
L§.6t man zuerst 
wachsen, so nimmt die 

i r. \ 

Tim 

wobin w^hrend dieses j 
dessen Masse ist, ■ 

schoben wird, lieiBe B 
dp^ and dann erst i 

lit dp. nnd dann um 
gelange derselbe matei 
seiner unverschobenen 
dafi, wenn ^ = r, r + 

ld^_d_ 

l dpi c 


ai. 175-178.] III. § 27. Nichtholonome Koordi 


ist. 



olsl 

dtdpn 


Bezeichnet man die Faktoren, mit dei 
Bedingungsgleicliungen 6) multipliziert, mi 
folgt ans 6) und 4) in der bekannten We 


175) = k = l,2 

3n 

Fiihrt man in dem Ausdrucke 
die vermoge der Gleichungen 23) ein, 
Falle liefem: — so erhal 

8n 8 Bn 

176) = 

Der Koeffizient von Spj^ in dem Aus( 
wie bei bolonomen generalisierten Koordii 
Koordinate wirkende Kraft genannt nnd 
werden, so dafi man also hat 
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daher: 

wogegen: 

daher: 

179) 

ist Man hat daher: 



Oder nach Gleichung 1 



Wir mnltiplizieren 

T 

beiderseits 

lich k von 1 his 3w. 
Beginnen wir gans 


III. §27. 

dph 


d 

Ti 



Gl. 183-187.] III. § 27, Nichtholonome Koord; 


183) = 

wenn sich die beliebig andern, daber 
anderen bis auf eines, das wir wieder j 
sowie die Zeit konstant bleiben. Mit an 
ist fur jeden Wert von I und h: 

Sn 

184) If = 0, Z=l,2,3..r. h 

3. Nach Gleichung 177) ist: 

3ll / T \ 

185) ^ lij If = 

4. Aus Gleichung 182) folgt: 
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111. §21. NioMUotonomc Koofditiatcii. [Gl. 188. IS6. 


188) 


^ = F, + -|£ + VI, D, [«'; (JOS (u, i.j!) + 


BpH 

+ ;|;<u;,co8(u^ii;;,)], 


wobei in dcr craton Suronie r bloB dio Werto 1,4,7... 3>i — 2 
zu durchlaufcu hat. 

Hiermit ist also 1. erwioseii, (lass di(5 Lagrangoscbea 
Gloichungsn in unvtiraji(l(Ji‘t6i‘ Form bci Anwondung uioht- 
bolonoovor Koordinaton ungCiltig siiid, uiid 2. jodosnial das 
KonektionsgUed berecbnet, welchos man ilmoii boifllgon 
muss, damit sio wieder gQltig wordon. 

Dcr Beweis orloidct nur cine unwesoiitliclio Modifikation, 
wenn die Anzabl s dcr gonoralisiorton Coordinaton grdBor ist 
als dio Anzahl i = 8 m — t dor Kreiheitsgrado dos Systems. 
Dann bleiben zwiscben den goneralisiorlcn Koordinaten nooh 
s _ i = ff Bedingungsgloichuugon boatolioii, vou donon oinige 
holonom, andere nichtbolononi soiii kbnnon. Von don r 
zwischon den rechtwinkligeu Koordinaton bcstohonden Be- 
dinguugsglcichungen worden dann also bloB r~a durcli die 
generalisierten Koordinaten idontisoh orfUlH. 

Die Variationen dx^ dor rechtwinlcligon Koordinaton 
bei konstantcr Zoit xottssen naoh wio vor dio t Gloiolmngon 6) 
erfttUen. Wir konnen allc dioso Gloiohungon in eino oinzigo 
zusammenfassen, indem wir jodo rait oinom willkilrliolion 
Faktor multiplizioren und nachhor alio addioron. Dadurcli 
erhalten wir dio resultierendo Gleichung: 


189) 


T Sti 


Die Pestsetzung, daB dioso Gloiclning fUr boliobige 
Werte der fi bestehen soil, verlritfc vollkommon dio t Gloi- 
ohungen Q). 

Wenn wir nun in der Gleichung 189) dio dec durch die 
Sp ersetzen, so mufi sich die Anzahl dor willlcHrlichon 
Faktoren A von r auf a reduzioren, da ja zwistjhou don Sp 
nur a Gleichungen bestehen, welcbo wir in dor Form 
Bcbreiben wollen: 


Gl. 190,] 


III. § 27. Nichtholonomo Kflordinateii. 


HI 


190) 

Dio Gloicluing 189) muC fiich daher nacli Kinflihrung 
dor Sp auf folgonde reduzioren: 

0 , 

woboi die A jedcnfalls (t lineare, voneinandor unabhilngige 
Funktionon dor p siud. 

Dio Faktoron p 2 * * * warden nun naeh Lagrange 
so gowilhlt^ da(i der Ausdruok 



fiir alle Worto dor vorschwindot Nach EinfUhrung der 
gonoralisiorton Koordinaton vorwandolt sicb dieaer Aus- 
druck in 



+ "lo] + = 0. 

woboi wieder r die Worto 1, 4, 7 . 3?^ — 2 zu durchlaufen 
bat. Wegon dor flir die p. getroffonen Wabl, aue welcbor 
analogo Eigenachaften flir die X resultiortonj mu6 dio linke 
Seito der letzten beiden Gleichungen fQr alio Uberhaupt 
mbgUohon Werte der Spf^ Yorschwinden und man orbillt die 
Bowegungegloichungen : 



Dio durcli dca Mangel dor Holononiit^\t der KoordU 
uatcu bodingteii Zusat'/glieder zu don Lagrangoschen 
Gloichungen sind also gaiv/. dieselbon gobliobon, wie in dem 
Falle, dass die Anzahl dor goncralisiertcn Koordinaton 
gleicb der Zahl der Freiheitsgrado dos Syatojiis iat, ro daU 
zwiscbeu den gencralisierton Koordinaton koine Gloichungen 
mohr abrig bleiben und os ist somit dio gestolUe Aufgabo 
in voller AUgomeinheit gelbat 

§ 28. Beiepiel zum vorigen Paragraphen, 

Wir vtfoUen dio gefundonen allgemoinon Gloichungen an 
folgondem Bcispiele ') illustrioren. Zwoi Riemonsclioibon sind 
durch einen Troibrionien vorbunden, welchor parallol dor 
Acboo dor Schoiben in ^bnliohor Woiae bin- und bor« 
geschoben werden kann, wie man einon Troibriomon von 
einer wirkenden Scheibe auf oine Leoraclieibe odor um- 
gekebrt vorsohiebt. Die oine Riemonscheibo vorjiingt sich 
uach einer Seite liin, wogegen sich die and ore nach dor 
entgegengesetztoD Seito nach einem aolchen Gesotzo verjUngt, 
daB ein und derselbe Troibriemen Uberall paBt, wenn er 
in dor geschilderten Woiao yerschobeu wird. Eino solche 
Versohiobung des Riemena howirkt gewissermaBeu eine Ver- 
anderliohkeit dor Radlen nnd der beiden Riemenachoibon 
und daber auch des UbersetzungsverhUltnisses = 


') boTcbardts Joum. Bd. 98, Heft I, S. 87, 1885. 


Gl. 192,1 


III. 8 28. Beispiele. 
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Ist (Ittlier (lie Winkelgeschwindigkeit der einen, w' 

(lie dor aiulercjn Rieraonsclioibc, so hat man tv = p^p\. 

Wenn verandorlicli ist, so kann man p^ und die gesamte 
Winkeldrclning /), der orsten Ricincnscheibe wahrond oiner 
gcwissen Zoit ala Koordinaton oinea Punktos A, dor ent- 
wcdor der zwoiton Riomonsclioibo angohbrl oder init ilir feat 
verbunden ist, willdeii. Ea aiiid dies nichtlioloiioino Koordi- 
naten, da oa znr Bostiminung der Lago dea Punktca A nicht 
gleichglUtig iat, ob r.ucrat jo, und danii p^, odor umgekobrt 
zuerst pj und dann pj aich um diosolbcn Betrago andern. 

Der gloiolio ElTckt wUrdo oiv,iolt, wenn sicK zwiechon 
zwei nacli entgogongcsotzton Soiten koniaob sich vorjUngeiidon 
drelibaron Rotalionakbrporn eino Scboibe 8 drebon wUrde, 
dio auf koinem dor Rotationskbrpor gleiten kOnnto und die 
parallel ihror Drohungaachae verachiobbar ware. 

Man kann viellciclit zwoifoln, ob dorartigo Bedingungen 
ohno jede Gloitung roalieierbar sind. Jodonfalla liabon abor 
die Bedingungen, an wolclie wir une das ana don boidon 
Riomonaehoibou boatoliondo mecliauiache System gebunden 
dachton, gonau dio Eigonschaften, welcho Hertz in seiner 
Moohanik von niclitholonomen Bodingungon fordort (Hertz’s 
Meolianik, 1. Bucb, Abschnitt IV). DaB das in cliosom Bei- 
spielo gobrauchto mechanischo System nicht holonom ist, 
ersioht man aucli, wenn man bedonkt, dass die Winkcl- 
stellung w dor zwoiton Riomenschoibe nur (lurch dio Glei- 
chung dp^^adp^ bostimint ist, wolclie nicht integriort werden 
kann. Uahor ist dioso Winkolstollung und die Lage jeder 
Masso, doron Bowogung davon ablifl-ngt, in nicht liolonomer 
Woiso dui’cli dio Koordinaton pj und Pj, bostimint. 

Dio Summe der lobondigeu Kraft allor mit den boiden 
Riemenscheibon fost verbundonon Masson kann als Punktion 

von pj und ausgodrlickt werdon. Sie ist 
r=l(/ir+Lp5)p'j, 

wenn i dio Zoit ist und K und L dio Ti'Bgheitsmomente 
allor mit der erston, rosiioktive zwoiten Riemenscheibe fesl. 
vorbundenon Masson, bozUglioli dor joweiligon Drohungsachsen 

BoUzinnan, Uooliitolk II, ___ ® 

PfIOPERTY OF 

((IKK iminiTE OF TEIWOU^ 
UBMir 
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siad, Alles iibrige denken wir uus dabei massenlos, so unter 
anderen den Rierneu, tesp. die Scheibe S, 

Wir wollen die Bewegungsgloichuugon nur in dera 
spoziellen Falle ableiten, da6 unser ganzos Systom aus 
oinem einzigen Massonpunkto von dor Masso m bostoht, 
welchor mit dor Achse im unver^nderliclion Abstanclo r davou 
fest vorbnnden ist, um welche dio Drohung mit dor Winkol- 
gesohwindigkeit w' gescbieht. Dann ist also K=^0^ 

"Wir w^blen dio Ebene, in wolchor dio Masse vi votiert, 
als Koordinatenebene, den Mittelpunkt dos Kroises^ in dem 
siesich bewegt, als Koordinateuurspruug, uud bozeichnon die 
reobtwinkligon Koordiuaten der Masse m zu irgeud einer 
Zeit mit x^, 

Dann reduzieren sich dio Gloichimgen 23) auf 
193) dx^ ii; dx^ ^ ^ ^Idp^, 

wobei 

n\ 0, n\ 

Darans folgt: 

d IT\ d®, 2 


J7J 




■Pi OH 


d JI] da^ 


dpt 

d n\ 

dpi 


dp, 
dro, o 
5^ “P3 


194) 


ill Sit ■” 


6JIj 

^P% 

aiZi 


r ^ 

+ Pa Tpl “ 


= a?o 


fn 


- 


5iZJ 

dpi 

dm dm 

df, 




ep^ 


1 • 


^ 1 j X 2 — \ * 


Das G-leichungssystom 187) roduziert sicb auf die beiden 
Gleichungen; 


195) 


-ft - + -a|- - + s),p\) + 


(I i i (siiP I + + 


■>0 

in«v' V' 
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Gl. 196 .] III. § 28 . Boispiele. 

und die Substitution der gefundenon Werthe liefert; 

190) A-O- 

Die Lagrangeschen Gloichiingen in ihror gewohnlichen 
Form aber wUrdon falscbe Bewogungsgleichungen lieforn. 
So wiirde z. B. die gewobnliche Lagraugoeche Glcicliung 
auf (lie Koordinatc P2 angewandt lauten ; 

- = P 4 - ^ ^ . 

dt ^ * 5 

Nun entlialt der Ausdruck fUr T das p\ gar nicht, es 
ist also dagegen ontbalt er das ungcstricheno 7?^ nnd 

08 ist d T/dp^ === mr^P2Pr g^^wblinlichen Form 

der Lagrangeschen Gleichung wUrde also folgeu 

was, wie man leicht einsioht, eine Uugeroimtheit ware, wo- 
gegen das von uns gefundeno Rcsultat == 0 idiysikalisch 
vollkommeii evident ist 

Dicsolbon Gleichungen pasaon auf folgonden Fall. JMit 
oiuor hovizontalen Achac eei eine vortikale cbene Sckeibo 
feat verbundcn. aoi deren Drolning zu irgend einor Zoit. 
Daneben steht eino vortikale Achso von quadratischom Quer- 
schmtt, wolclie Masson trilgt und dereu Drohungawinkel to 
sei. Auf ibr gleite eine Robre von gut paasonder Hbhlung 
mit quadratischom Quersclinitte. Mit der Robre ist (dne 
kreisformige horizon tale Schoibo vom Radius oins fcst vor- 
bundeu, welche auf der vertikalon Scbeibe rollt und darauf 
zwar radial abor nicht tangential gleiten kann. Der ver- 
anderlich gedaclite Abstand des Mittelpunktes der borizon- 
talou Schoibo vom Punkto, wo die Verlilngerung dor hori- 
zoutalen Aohae die vortikale Achse triflft, ist Dem UbeU 
stand, daB eine oinzige in einom fixen Ki'eise bewegliclio 
Masse durch zwei Koordinaton bestimmt erscheint, kOnnon 
wir abbelfen, indem wir dio Gleichungen fUr den Fjill ab- 
loiten, daC die Masse 7n oder eine zweite Masse mit der 
horizontaleu Scheibe fest verbunden ist 


8 ^ 
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§ 29. Variation der Integrationsgrenzen. 

Wir wollen nun wiedor zu den Fonnoln ties § C niid 
apeziell zur GleicLung 41) zurUekkeliren. 

FUr jodo untor dem Einflusse gcgobenor Kriifto gc- 
gebenen Bedinguiigen goinali erfolgondo (natUrliche) Be- 
wegung gilt, wie dort bewieson wurdo, die Gloiclning 42), 
aua welcher die Bewogungsgleiobungou 43), rosp. 49) 
folgen. Umgekelu-t foigt aus den Bowogungagleicluingon 
die Gleichung 42); denn, wonn wir die allgcmoinsto Form 
dcr Bewegungsglcichungen, nftmlich die Gloiclning 49) init 
Spf^ niultiplizieren und bezUglich allor h siunmioron, so er- 
halten wir 



waa infolge der Redingungsglcichungon dos Systems vor- 
scliwindet. Multipliziert man die Hnko Seito mit dl und 
inlegriert von bis so crgibt sich in der Tat (Ho Gloi- 
cbuDg 42). 

Mit RUcksicht auf diese Gleioliung roduzierfc sich dio 
Gleioluing 41) auf; 

197) /(5 T 4- I 5p, l'‘ 

Diese Gleichung gilt jedesmal, wenn folgonde Be- 
diugungen erfDllt sind: 

1. Die unvariierte Bewogung muB oine „natUrlicho'^ 
sein, d, h. sie mu6 mit den Boclingungsgloichungoti voreinbar 
sein und ihr zeitlicher Vorlauf muB dioBowegungsgleiclv .^gcn 
dea S}'steras orflilloii. 

2. Die Variation muC ebenfalla mit don Bedingungs- 
gleichungen vereinbar sein, d. h. filr ein holonomos Syatom 
mu 6 jeder Zustand der variierten Bewogung, fUr oin nicht 
holonomes abor jeder TJborgang 7on irgend oinem Zustando 
der unvariiorten zum korrespondiorendon Zustando der 
variierten Bowegung mit den BediuguagsglGichungen ver- 
einbar sein. 


GI. 198. 199.] in, §29. Variatioii dcr lutegrationagrenzen, 117 

Bosonders wicliiig ist dor Fall, daB eine Kraftfunktion V 
oxistiert, daB also 

i 

die vollstanclige Variation oinor Funktion — V der veralU 
gemeinerten Koordinaten darstellt und dalior mit — d V zu 
bezeichnen ist. Die Funktion V kann aucli die Zeit oxplizit 
enthaltcn; allein danu darf die Zeit niclit variiert werden. 

Da es fUr das Folgcnde von besonderer VVichtigkoit ist, 
so hebon wir nochmals horvor, daB V lodiglich die fUr die 
unvariierto Bewegung geltonde Kraftfunktion bodeutet, und 
daB daher unter d V nur die Variation des V zu verstoben 
ist, welohe dadurch bewirkt wird, daB boi der variiorten Be- 
wegung die Koordiuaten statt^.^;^ die Wertlie Pf^ + Jiabon. 
Eine ctwaige Kraftfunktion der Zusatzkraftc, welcbe den 
Ubergang der unvariierten in die variierto Bewegung bo- 
wirkou, ist nlemals in d' V oinzubegroifeD. 

Wir setzon, wonn eine Kraftfunktion oxistiort, ein fiir 
allomal; 

198) 

Die Gloichung 197) reduziert sich dann auf 

199) = j’ 

U ^ to 

Es seion nun, wie bisher immer, und die 

Worte ciner beliebigen (der A-ten) Koordinato, der ent- 
sprechendon Gesehwindigkeit und des entspreclienden Mo- 
mentes zu irgend einer Zeit t fUr die unvariierte Bewegung; 

h=^Ph + == p'h + ^p\^ % ^ 

die Werte clersolbon Koordinato, Goschwiudigkoit und des- 

selbeii Momontes zur selben Zeit bei dor variier ton Bewegung. 

Perner seien T und V die Worte, wolobe die lebendige 
Kraft und die Kraftfunktion aimehmen, wouu man darin 
fUr die Zeit, die Koordinaten und in T aucli fUr die Ge- 
scliwindigkciten oder Momento die Werte p\^y sub- 
stituiert, ^ = aber die Worte, weleho 

diese GrbBen flir dieselbe Zeit t annehmeu, wenn man ftir die 
Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente die Werte 
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aubstituiort. Da F uud T dieselben Funktionon der 
Zeit, der Koordinaten und derGoBohwiudigkoitou oder Momente 
gebliebeu aiud, so ist 

200 ) = 



Wir bozeicbnen woiter mit Ph> p'l> it, Fj, T^, und 
J?, die Werto dioser GrOBon filr die iintoro Groiizo _d^r 
Tutegrale _[97) und 199). , P'/?=/M-d>X 

ilU = seion die Werte dor A-ton Koordinato, 

Gescbwindigkoit und doe A-ten Momontos boi dor variiortoii 
Bcwcgung zur glcicbea Zoit <j. Eboneo soioii 7 ;,!, j/d, 5 ^, 
Tj, und Ey dio Werto der ontsprochondon GrOBou 
llir dio unvaviiovto Bowegnng zur Zoitl, , uud p/, =j),l + dp*, 
+ ^>'*1 (\h~^i, + ^Qk dio Worlo flU* don dor 

Zcit <, entsprecbendon Zuetand dor variiortou Bowoguiig. 
Wir setzen nun 

<1 

202 ) W>==fEdi 

k 

und bilden aucb dae diesem Intcgralo outaprochoudo Integral 
28= PF+b'lF fttr dio variierto Bcweguug. In diesem letztoron 
Integral© braucht abor die uotero Gronzo fbr dio Zoit niebt 
mit dor untoren Gronzo dor Zoit in dem filr dio unvari- 
ierte Bowegung geltendon Intogralo IF znaaminonzufallon, 
sondern dio eratere untoro Gronzo Icann oino unondlicb wonig 
von voraebiedene Zeit = I# + dlj, aein. Ebonso kann die 
obore Grenzo dee Integralea SB oiue unondlicb wonig von 
verschiedeno Zeit f, = aein, so daB wir orhalten 

t. t, 

203) S = PF+dfF=/(3;-aJ)d< = /§ci<, 

W to 

in weloher Gleichung auch die unendlich kleinon Glieder 
erster Ordnung gleich aein mUaseu. 


Gl. 204.205.] Ill, §29. Variation dor Tntogrationsgrenzen. 
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Nach den Regeln der Variationsrechnung hat man 
uuendlich Kleines zwciter und hoheror Ordnung zu vernach- 
l&aaigen uud findct aomit: 


204) 


~ - f{ST-dV)dt 

^1 

=5 Sty J 8 Hdt ^ 

to 


Wenn V und die n die Zeit niclit explizit entlialten, also fOr 
skleronome durch skloronome Koordinaten bestimmte Systeine 
kann man librigens obne Bcschrilnkung der Allgemeinheit 
— 0 setzen, Man denkt sich dann die vaidierte Bewegnng 
zur selben Zeit boginnend, wie die unvariierte, was in diesora 
Falle ihren Verlauf in keiner Wcise andort. Die Variation 
der oberen Grenze Sty muB dann gleich dear Betvage ge- 
macht werdon, urn wieviel die ganzo Integrationszeit in dem 
durcb Formel 208) bestimmten Integralc SB groBcr ist, ala 

in dem durch Formel 202) gegobenen Intcgrale IF* 

<1 

Das Integral j' S Hdl in Qloichung 204) bat nun genau 

• « « 

(lioselbe Bedoutimg wio in Gleiohuug 199). Wie dort kann 

man in dn=-ST-~SV die Wei’te 200) und 201) substituioron, 
die mifc Sp' behafteten Gliodei’ partiell integrieren und selilieB- 
lich die infolgo der Bewogungsgleicbungen des Systems und 
den Bedingungen sich auf Null reduzicrendon Gliocler weg- 
lassen. Man erhalt dann wieder die Gleichung 199), nllmlich 



Die Substitution dieses Wertos in die Gloichung 204) 
aber liefert; 

206) + 

Man kann auch umgekohrt sagen, wenn man von irgend 
einem Ubergange gewisser Anfangswerte zu gewissen End- 
werten als der unvariierten Bewegung ausgeht und die 
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Gleichung 205) fUr alio variierten UborgUngc gilt, wolclic 
den Bediagimgen 45) outsprochon, so ist dor ujivariierte 
Uborgang, von dem man ausging, immer eino don fl\v die 
gcgebenen Werte von V uud n goltenden inechanischon 
Gleichungon entsprecUende (oino „natUrliohc^^) Bowogung 
(les Systems, da dann nacli partioller Integration dor 
onthaltendcn Glieder in clom von bia orstrockten 
Intograle der Kooffizient dor Variation jcdov Koordinatc, 
insoforn dieselbe niclit durch dio Bedingungsgleichuiigon bo- 
etimmtist, far jedos I vorachwindou mu(j, worana man wiedor 
dio Bewegungsgleiohungon des Systems erhftlt. 

Dio Gloichung 205) sagt (labor, wenn sio fUr alle mit 
den anseinandevgesetzton Bodlngungen vcrtrtlglichen Varia- 
tionon einer gewissen zeitlichen VerlUulerung dor;; gilt, aus, 
daB dioso Veriinderung der p don Bowegungsgloiolmngen dor 
Mecbanik entaprioht also die entspvecbende Bowegung dos 
Systems eino natiirlicho ist 

^ § 30. Ahleitung der 01eiohung» welohe dio Grundlage ftir 
das Polgende bildet* 

In Formol 205) sind und Sp\ die Zuwftcbse, weloho 
dio A-te Koordinate erfUhrt, wenn man vou don ZustUndon 
der unvariierten Bewegung, welcbo m don Zeiton nnd 
also den beidon Intogrationsgrenzon des durcli Formol 202) 
gegobcnen Integrates W ointrcten, m denjeuigen ZustUnden 
bbergeht, wolche boi der variierlon Boweguiig zu donsolben 
Zoiten nnd eintroten. Es ist bosser, diojonigon Zu- 
wacbse einzufUhren, welche eintveten, wenn man zu don 
ZusUinden ilbergcht, welcbo bei der variierten Bowogung zu 
don Zoiten == ^ ^ eiutroton, wolche 

lotztoro Zoiten wiedor die boidan Integrationsgronzon des 
durch Formel 203) dofinierten Intograles ?8 bildon. Wir 
wo lion dio in letzterer Woise erhaltonea KoordinatenzuwUchsc 
durch Weglassung des darilborgosetzten Querstriohos bo- 
zeichnen. Beim Dbergango vou dem zur Zeit stattfindendon 
Zustande der unvariierteu Bowegung zu dem zur gleichen 
Zeit Iq stattfmdenden Zustande der variierten Bewegung 


Gl. 206. 207.] 


TTI. § 60. Gnindgleicliung. 
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wilchst (lio Koordinale xind Da bis auf uneiidlich 

Kleiiies sich auch bci der vaviiBrten Boweguiig cUe Kooi*di- 
nate zur Zeit mit dor Gcschwiiidigkeit p'h ilnrlort, so 
w^chst boim Ubergange von dem zur Zoit stattfiiulenden 
Zustande der variierten Bewogimg zu dem zur Zeit 
stattfindendeii Zustande dorselben Bewegung Ph um p^ 

Die Summo dicser beiden Zuwacbso ist die GrbBe, die wir 
aoeben obne Quorstrlch daruber naiiiiten* 

Es ist also tfpil —()'pji +7//! (It-Q und ebenao fiiidet man 
(^Ph^ d'pi\ + p'ldi^. Da zudom uacb Gleicliung 57) und 
198) allgem ein 

= 2T und E^2T--I1 

ist (orsteror aber nur ftir akleronoine goneralisierte Koordi- 
iiaten), so orlialt man: 

I {0\ A - Q\ V*) = ^P\ ~ W - 

Dio Substitution dieses Worthes in die Gleichuug 205) 
aber liefort; 

207) <U, + E,bi, + ^n[q\Sp\ ^ q\Sp\). 

Diese Gleichung ist die Eundamontalgleicbung, aus 
weloher wir nun oine Roihe allgomeiner Rolationen ableiten 
wollen. Sie orfordort nicht, dnB das System skleronom aoi, 
aber die generalisierten Koordinaten mlissen skleronom sein, 
d. h. die Lage des Systems muB durcb sie zu alien Zeiten 
in gleicher Weiao bestimmt soin. Es mu6 cine Kraftfunktion 
oxistieren, welcho aber die Zeit explizit enthalton kann. 
Palls diese die Zoit nicht explizit enthillt, ist nattlrlicli 

Die Gleichung 207) zeigt, daB die GrbBo IV, wenn die Zeit, 
die Anfangs- und die Endlagcii nicht variiert word en, ftir natllr- 
liche Bewegungen oin Grenzwert ist. Wenn die Integrations- 
groDzen nicht liber ein gewissos MaB ausgodehnt werdeu^) 


’) Jacobi, VorloBungGH tibor Dynamlk, S. 04. 
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mid die Kraftfunktion K konstant ist, also keino oxpliziten 
Krafte wirken, so ist dieser Grouzwert slots cin absolutes 
Minimum, Man sieht dies am beaten, weiin man roebt- 
wiiiklige Koordinaton einfUbrt. Es ist dann dio zwoite 
Variation von W gleich dor Sumnio dor mit don Masson 
raultipliziortcn Quadrate dor Variationon dor Gosdiwindig- 
keitskompononten, also einc wesentUcU positive GrdBo. Weuu 
dagegen oxpUzite Krttfte wirkon, so wiiron clnrtibor noch 
bosondcro IJntersuchungon notwondig, und es wiUo violloiclit 
der Zusaminenhang zwischon don Bodingungon dor Existenz 
einc.s absoluton Minimuins iiml der kinetisclion Stabilitat 
der betreffonden Bewegung von Intorcsso. 

Man logto dor Funktion W, woil sio in so violen Ftlllen 
ain absolutes Minimum ist, eino motapbysisebo Bedoutung 
bei und nanntc sio die Wirkung, bessov Idttte man sio frcilich 
don „Kraftaufwand" gennnut; doun man kbnnte aicli meta- 
phyaisohe Gillnde denken, weslialb die Natur alios mit dom 
kloiiistou Kraftaufwando erreicht, kaum abor dafllr, dafi sio 
immer eino moglicbst kleino Wirkung orzielt. Es machto 
tlbrigeus schon Jacobi darauf aufmorksam, daB, wo Diffo- 
reutialgloichungoti oxistieron, im allgonioiuen immor auch 
ein bcslimmtes Integral existioren wild, wolclies durch dio 
den Diffoventialgleichungon entsprochenden Vorltndorungen 
au oinom Qronzwevte gomacht wild, dafi os dahor gar koine 
motaphysischo Badeutung bat, wenn os oin solchos Integral 
auch fUr die Ditferentialgloichuugen der Moohanilc gibt. 

Ohue irgend welcbe motapliysisoho Nobongodankon 
wollen wir trotzdem kQrzebalbor alls aus Gloiobung 207) 
flieBenden Relationon unter dom Namen „Wirkungsprin 2 ipo“ 
zusammenfassen. Das einfaebste deraolbon war schon lango 
iiekaunt, aber erst durcb Hamilton und noch vollkommonor 
durch Jacobi erbiolten vfir eine allgomeino Dborsiobt liber 
alle diese Relationen und ibren Zusammonhang, wosUalb 
man wohl auch ihren Inbegriff, aber keinoawogs bloB den 
im ersten Absebnitte bohandelton Satz als das Harailtou- 
sche odor Hamilton* Jacobisebe Prinzip bezeiebuen darf. 


01.208*211.1 III. §31. Jacobis Vorallgonieine run fr. 
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§ 31, Allgemeiue Gleioliungen Jacobis. 

Ehe wir jedocb hierzu libergehou, woJlen Jacobi 
folgend, unsere Gleichungen noch vorallgomeinorn. Wir 
worden zwar iu den folgendon Paragraphen dieses Buchos 
nur Elille betraclitoii, wo T oine homogenc quadratische 
Fiinktion dor p' ist, Man stftBt nbor manclimal auf Glei- 
chuugen, dio sonst donon ganz analog siiid, mit donon wir 
es bier zu tun haben; nur daB dio in anderer Weise in T 
enthalten sind. Es ist dahor niitzlioh, uns filr oinon Augen- 
blick von jodor speziellen Annahmo liber das Vorkommen 
der p' in T unabhlingig zu machon. 

Sei B oino ganz boliebigo GroBo, wolclie in beliobigor 
Weise 1. oine indepcndente Variable, welcho wir bohufs 
Vereinfnclmng der Sprochweiso dio Zoit nonnen, 2. beliebige 
Eunktionon , ^>2 ■ • ■ der Zoit und 3. doren Differcntial- 
quotienten p\ , 7/3 > ^ *p\ nach der Zoit enthalto. Die par- 
ti el leu Ableitungon des U nach den y, wolche natUrlicb so 
zu bilden sind, ala ob dio;;,;/ und i indepondout waron, 
bezeichnen wir mit f. Wir sotzon also; 

208 ) = 

Durch dio 86 s Gleichungen sind die q als Funktionen 
der p, p' und der Zoit gegobcn. Wir nehmen an, daB sioh 
daraus umgekelu’t die p' ala Funktionen der q und dor 
Zoit linden lasaen und daB aio danu in der Form oracheiuen: 

209 ) p'h = '^h{V,q,()- 

Alio diese Ausdrlicke kftnnon ontwickolt wordon, wenn 
B als Funktiou der jt?,;/ und dor Zoit gogobon ist. Wir 
setzen weitor: 

210 ) ^ = 


Perner nehmen wir an, daB von der Zoit bis zur 
Zeit die p* und q bestimmt sind durch ibre Anfangs- 
worte und folgonde Difforentialgleichungen 

Issa 


211 ) 


dqh 

dt 





wo der Index q des d ausdrtickt, daB die partiellen Diffe- 
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rontialqiiofcionten so zu vei-stohoa sind, daS JD als Funklion 
dev p, q uud dev Zeit auszudrllckeu, also dio j/ darin duroli 
dio Werto 21)9) zu orsotzen sind. AuBordom soUen dio Zu- 
wtlcbso (lor p noch a Bedingungsgleiclmngon von dor Form 

212) Td( + 2 /!=l,2...ff 

u^\ 

erfiillcn, wodurch dio X bestiinnit orschoinon. Sobnld H go- 
geben ist, koimon die / als i'\inktionou dor q ausgodrtlckt 
wovden, 08 sind also durch dio Gloicluingon 211) iind 212) 
die Geaetze dor Verandorung dor p, p' nnd q bostimrnt. 
Den Inbegriff der inittela diesor Gloicliungoii aus gewissoii 
Anfangawerten fttv alio Zeiten von bis l^ folgendon Wcvtc 
nonnen wir dio uuvariierten Werto odor auoh symboliscli 
dio unvariierte Bewogung dor Worte dor p, p' und q. 

Wir wollan nun don zu jedov Zeit hievboi eintrotendon 
Werten dor p unendlioh kloino Zuwacbso ortoilon. Dio da- 
durch entstehenden Werto der nonnon wir doren variiorte 
Werto. Pf^ soil daboi zuv Zeit i don Zuwachs orfahron. 
Sfimtliche dp soUon sonst ganz willkflrlich soin, nur sollon 
sio gleich ondUchon kontiauierlichon difforoiiziorbaron E\itik- 
tionen der Zeit muHipUziert mit oiner unondlicb kloinen 
Eonstanten aein, und den Bodiugungen 

213) 1=1,2...<t 

gentigen. Der Inbegriff aller variierton Worte der p bildet 
wieder ein kontinuierlich mit der Zeit sich iindorndoa Wort- 
system, das variierto oder dio variiorte Wovtebewogung, bei 
welobor der Differentialquotient des zur Zeit t gleicli 

dpf, i 

dt ^ di 

ist. Der zweito Addend ist also dor Zuwachs den der 
Wert der GroBo p\ zur Zeit i boim Uborgang von oinem 
Wertsystem der urspriinglichen zum korrospondieronden (d.h. 
in unseron gegonwtlrtigen Batrachtungen zur gloichen Zeit 
geUQreuden) der variiorten Bewogung erfUbrt. Die out- 
apreohenden Zuwa,oh9e der q findot man durch Variierung 
der Gleiohuugen 208), 


Gl. 214-216.] III. §81. JaoobiB Verallgememoning. 
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Wir wollen nun das Integral J Hdt zun^chst fiir die 

ursprllngliche Wortebewegung borechnon und dann den Zu- 

wachs S J Hdt sucheii, welchen dieses Integral beim liber- 
^0 

gang von der urspcUuglichen zur variierteu Bcweguug er- 
ftlbrt. Nacli don Rcgeln dor Variationsrochnung ist, da wir 
in dlosom Paragraphen die Zeitgronzen niclit variiorcn: 


ti h = 4 

214) ^ flldt = f dt^ [q,dp\ + ' 

{q to ^ = I 

und man erbarlt durcli partielle Integration: 

216) (- 

to to /* = 1 to 


Wir denkon uns nun in die GrdUo E oinmal die 
Varinboln i5, p,])\ dann die Variaboln q oingefUhrt, iiulem 
wir die;;' duroh dio Worto 200) orsotzon. Wonn dann stot- 
licliG der GrbBcn t,p,p' ganz willkUrliche unondlich kloino 
Zuwachso ty S^pf^ und (\p\ orfahron, so wird das so oder 
so ansgedrlicktc E donsolbon Zu wachs E crfahren mlissen. 
Die aus don Gleichungon 208) hiorbei folgenden Zuwachso 
der q bezoiohnon wir mit q. 

Aus Gleichung 210) folgt: 


/|S3« 


Donkt man sich dagogen in E die Variabcin py q und t 
eingeflUirt, so folgt; 

If V. 


Da diese beiden Werte von E flir alle q und 

t identisoh gleich sein mUsson, so folgt: 

91 _ d]h, 0 E _ ^ dH 

^ dph ’ dqh~~ Ut * dt di 
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GenUgt daber das System dor unvariierten Worto (die 
unvariierte Wertebewegung) don Gleichungen 211), so foigt 

/t=*l 


was TermSge der Bedingungon 213) verscbwindot. Man 
orb&.lt also aus 216): 

217) 

to fo 

Man sieht sofort, da6 dieae Gleiohung oiue Verall- 
gemomerung der Gleichung 207) ist, welche man wiodov 
erbait, wenn man speziell untor don p dio general iaior ten 
Koordinaten dca dort botrachteton raatoriellen Syetoma uud 
unter U den Ausdruck T —V verateht^ dagegon iat Gloi- 
cbung 207) insofern weit allgemeiner, als in derselbou aucli 
die Integrationagronzon ftir die Zeit variiert worclen, wlth- 
rend in 217) die Zeit nicht variiert. Da T uuter don ftir 
die Gleicbung 207) goltenden VorausseUimgon der Glei- 
chung 57) gentigt, so geht unter cbendiosen Voraussotzungen 
die Gleiohung 210) liber in was dann liofort: 

r+ V. 

Diose allgemeinoren Gleiclmngou fallen jodoeh nicht 
zttsammen mit don mechanischon Bewogungagleichungon, 
welcbe ftir den Fall gelten, dafi dio Koeffij^ientou der 
Quadrate und Produkto der verallgomeinertou Goscliwiudig- 
keiton im Ausdruok ftir dio lebendigo Kraft die Zeit explizit 
enthalten lin letzteren Fallo ist 207) und aolbat die La- 
gran geacUen Gleichungen im allgemoinen nicht mehv richtig, 
Bo wtirde ftir rechtwinklige Koordinaton bei variabler Masse 
die Gleiohung 207) nur gtiltig bleiben, wenn die Bewogungs- 
gleichungen so lautou wUrden: 

dqn d I ilx\ hu bv _ 


GL 218,] III. § S2. Prinzip der station {Iron W irk ung. 
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wahrend man annimmt, da6 aucL bei ver^nderlichor Masso 

Hamel (Karlsruhe) hat die Lagrange schen GleL 
chungen nach oiner auderou iSoito bin verallgeinoioort, in- 
dem er statt der Memento lineare Fuuktionen derselben 
(Momontoido) oinfuhrte. nachdem sebon Lagrange und 
Poisson gewisse allgomeine Forineln aufgestellt liatton, in 
denen statt der Koordinaton und Moinentc irgencl welcbo 
Funktionon derselben eingofUgt orschoiuoiL 

§ 32. Noohmals das Prinzip der 8tationS.ren Wirkung. 

Wir gelangen in folgenderWeise zunilchstwicder zumPrin- 
zipe der stationiiron Wirkung. Wit* lassen sowolil die untere 
Grenze Iq als aucli die obero Gronze ^ in Formel 207) oder, 
wenu keino Kraftfunktion existiert, in Formal 199) unvariiort, 
30 daB ^ ^ ^ sobald dio Kraftfunktion und 

dio Bcfliugungsgleicbungen dio Zeit niebt explicit entbalton, 
davauf binanskommt, dalJ wir dio Zeitdauer dov Bewogung, 
Uber welche das Integral 202) erstreckt ist, unvariiort lassen. 
Ferner lassen wir zur Zoit wolebo die untore Grenze 
dos Integrals 202) bildet, sUmtliobo matorioilen l^unkto flir 
die unvariiorto und variiorto Bewogung dio gloiclie Lago 
haben, so dafi also wolclios in diosom Falla mit 

idontiscb ist, flir jedos h vorsebwindot. Fndlich lassen 
wir dio Variationen der Goscbwiudigkeit flir die Zoib und 
die Zusatzkrafte, welche die unvariiorto Bewogung in die 
variierte verwandeln^ sonst zwar ganz willlcUrlicb sein, binden 
sie aber an dio oine Beschriiukung, dali sio bewirkon sollon, 
dafi auch zur Zoit dio Lags s^mtlicher matorioller Puiikte 
ftlr dio unvariiorto und variierte Bewegung dioselbe sein 
soil, so dali also auch ftir jecles h vovschwindet. 

Dann folgt also aus Gloicliiing 2u7): 

218) SW^O. 

W ist ein sogenanntor Grenzwert. Sein Zuwacbs ist 
ein unendlicli Kleiuos bbberer Ordnung bezllgUch der Zu- 
wachso Sp\ und welche die Werte der Koordi- 
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naten, Qeschwindigkeiten und Momonte zu ivgend einor Zoii 
im nllgeraoinen erfabron. 

Diosoa Prinzip gilt, wio wir schou im I, Abschnitt 
sahen, und wie 3icb sofort orgibt, woun maa in Gleicbuug 190) 
statt in Gleicbung 207) die Zeit und die Anfangs- nnd End- 
koordinaten unvariiert lilBt, auch woiin koine Kraftfunktion 
oxistiert. Nur daif dann das Variatiouszeichon nicht im 
gewohulicheu Sinne vor das Intogralzoiclion gosotzt werdeii, 
sonderu 

dF = Sf(T- V)di 

'o 

rauB bloB ala ein sjmbolischor Ausdruck flir 

a 

f[ST-S'7)dt 

A) 

betrachtoL warden. Uin dio8 siunfiillig zu nmoliou, konuto 
man wieclev daflir S' \V echvoibcn, imd sobald unontschiedeu 
ist, mit welchom Fallo man es zix tun Imt, so daD 

also dio allgemeinste Gloichuug so lautet; 

218a) rW:=0, 

Das Prinzip der stationViren Wirknng gcstattob, jodo 
bestiminte mechanische Aufgabe auf oine rein phoronomischo 
zu vecluziercn, d. h. die Tutegrale der Bowegungsgloicbungon 
jodes mechanischen Problems sind allgomoin mit dor zur 
Bofriedigung dor Greuzbediugungen n5tigon Zalil von Into- 
grationskonstanten gefundon, wenn die LcJsung folgendor 
Aufgabe golungon ist; Die gogebeno Zahl raateviellov Punkte 
ist im Verlaufo der zwischcn zwei gogobonen Zeitmomonton 
und Hegondon Zeit in soloher Weiso kontiiiuierlicli im 
Raume von oiner bostimmten willkiirlicli gegebencu Anfangs- 
lago zu einor obonso willkUrlich gogobonen Endlage liber- 

zuflihren, daB V]dtf was wir die Wirkung wUh- 

rend diesor Zeit nannton, ein Gronzwert wird, wobei T oine 
durcb die Natur des Systems gegebene Funktion der Ko- 
ordinaten und Qoschwindigkeiten, V eine obenfalls gegebene 
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Funktion der KoordinateD und dor Zeit ist, welohe boide 
FunktioncD nebst den otwa vorhandenen Bedingungsglei- 
chnngen, die fUr bolonomo System o bei der niivariiorten nnd 
variiorteu Uberfilhrung eingchalten werden miisfien, die Natur 
des Problems bestimmt. FUr nicht Uolouome Systeiuo inuB 
jodor Ubergang von den unvariiorten zw den korrespon- 
diorendon variierten Worten die Bodingungen erfiillou. 

Lost man die Bewegungsgleiclmngcn dor Mcelianilc fiir 
irgend eino mechnnisebe Aufgabo in dor geschildertcn Woise 
mittels des Prinzipos der stationilren Wirkuug, so ist na- 
tiirlich die Horeclmung der Integrationskonstauten am oin- 
fachsten, wenn diese niclit dadurch bestimmt sind, daB die 
Werto der Koordinaten und Geachwindigkeitskomponenten 
flir irgend eino Zoit (^ — Zeitanfang), sondorn da- 

durch, daB die Werte dor Koordinaten ailoin abor fUr zwei 
verschiedouo Zeiten {t^ imd z. B. don Aufaug und das 
Ende der Bewegung) gegeben sind. Sind sic in andcrer 
Weiso gegeben, so verfabrt man folgondermaBen: Man denlct 
sicli zuorst die Koordinatonworte und gegeben 

und findot so Intograle der Bewcgungagloiohungen mit der 
nbtigen Zahl von Integratiouskonstanten. Hat man cinmal 
80 die Form dor Intogralgleichungon gefundon, so ist dann 
die Bestimmung der darin onthaltonon Integration skoustanteu 
au8 irgend wolcUen audorou Gronzbediugungen bloB oiue 
Aufgabe der gowShnlichen Algebra und macht moist koine 
Sohwierigkeit mohr. 

DaB unter Eiiihaltuug dor Bodinguugsgleicliungen des 
Systems und dor Grenzbedingungon 

die Gleichung 3W = 0 bostoht, ist die Bodingung, daB die 
betrefifendo zeitliclie Veriindoning der;? mit den Bowogungs- 
gleichuDgen vertraglicb ist, also eino natUrliobo Bewogung 
daratellt. Ein apoziellor Fall zeitlicher Verilndorung ist ea, 
wenn alle p aiob gar niebt mit der Zeit lindern. Flir 
diese Bewogung, welohe fUr skleronome Systemo jedeni- 
falls eine uatUrliche ist, ist dann T—O, V konstant, 
S [(^1 - Q SV, Die Bedingung, dal3 

unter dem EinfluB gewisser KrSrfto und Bodingungon volU 
kommene Rube des Systems mdglich, d. h, wie man aich 

HeohEkuSk II, 9 
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auadi-iickt, daft eich die Krilfte am nthoiidon Systcine untev 
der gegoboiion Einsclirankung dor Bowogungsfroiheit das 
GHeicligowiciit haltou, ist also O' K = 0 odor in rochtwinkligon 

8n 

Koordinateu = 0. Dieses Prinzip, (lesson Bowels 

Lagrange an die Spitze seiner Statik stollt, ist also ein 
einfaclier spezieller Fall des Pnnzi])e8 dor stationftren 
Wirkung. FUr rheonomo Syatomo gilt dorsolbc Bewoia, wenn 
man als selir klein aunimmt. 

Wir nanntoii V die Krilftofunktion odor auch das 
Potential. Holmholtz nennt es das statiacho Potential 
Weil sich fUr bowegte Systeme in gewissein Sinno dor Aus- 
druck B — 7’— V damit analog verlullt, ueiint Holmlioltz 
die letztore GrbCo das kiuetische Potential, don Ausdruck 
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nennt er das inittlcre Idnetische Potential und bozcichnot 
ilin mit U, Fa ist W ^ (^j — Q 17, und da boim Prinzip der 
stationllron Wirkung unvariiert bleibon niuB, kann 

man dasselbe auch dabin aussproeben, dalJ das inittlero 
kinetisebe Potential H ein Grenzwert soin muB. 

V§ 38. Beispiele. 

3*$te8 B&i^nd iib&r dU Amomdunf) des Prinxipes der 
sialiondren Wirkniig» Es sei ein einziger materiel lor Punkt 
gegoben, auf den gar keine (oxi)liziten) Krilfto wirken und 
desson Bewegung auch an gar keine irgondwio boseliaffeno 
Bedingungen gekntlpft soi. Dami ist V konst ant und man 
sielit sofort, da6 man os ohne Boeintrilchtigung dor All- 
gonaeinheit gleicli Null setzon kann. Dio Wirkung wlihrend 
der Zelt ist also, abgosehen von einem konstanten Faktor: 

219) 2W=^fo^d{^J{u^ + v^ + w^}d{. 

U> /o 

An Stello des Problems, in diesem Palle die Gesotze 
der Bewegung zu finden, tritt das geometrlschc Problem, 
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den Punict aus irgond einer gegobenen Anfangalago in irgeud 
einc gegebene Endlago kontinuierlich rait clei* Zeit so Uber- 
zufuliren, daB der Ausdruck 219) bci konstantem luul 
ein Gronzwert wivd, wobei c die Geschwindigkoit, n,VyW 
deren Komponenten in clen Koordinateu rich tun gen sind. Da 
in diesem lutegrale die Koordinaten nicht vorkommen, ao 
ist es gar nicht notwendig, dieselbon als Variablo einzufUhreii ; 
man kann glcich die Variabeln UyV und w beibohalteu; nur 
liat man wegen der Unvenluderlichkeit des Ausgangspuuktea 
und Endpunktos der Bowegung die Bedingung bcizufOgen, 
daB die drei Integrale 

Judij J vdt , fwdt 

/o ^0 ta 

unverandorlich scin mlisaon. Uin den Grenzwert dcs Inte- 
grals 219) unter der Nobenbedingung, daB die letzteren drei 
Integrale nnvcrlinderlich sein raliasen, zu finden, liat man 
nacli don Regein der Variationsreclinung 7 ,uv Variation des 
orsten Integrals die dor droi letzten mit willklirliclien abor 
koDstanten Faktoren X, p multiplizicrt, hinzuzuaddioren, 
wodurcl) man erlialt: 

U 

f di\{u X) S + [v iji)Sv + {w v)Sui]=i Q . 

In dicser letztoren Gloicbung sind jetzt Su, Svy dw 
ganz willkOrlicli. Dahcr mlisson fOr den Grenzwert ihro 
Koeffizionten gleich Null^ also w == — X, v =j ^ — v, 

also alle drei Gescbwindigkeitslcompononten konstant sein 
(Galilei 8 Triigheitsgosetz). 

Die Aufgabo, daB ein oiuziger materieller Punkt ge- 
goben ist, auf den koine expliziten Krfl-fte wirken, der abor 
gezwungon ist, sicli ontweder auf einer vorgeschriebenen 
Fliiobo odev auf einer vorgeschriebenen Kurve zu bowegen, 
wolien wir nicht woiter beliandeln, da er nacli dem Gesagten 
dem der Variationsreclinung Kundigon koine Schwierigkeit 
bereiten diirfte. 

Zioeites Beispiei Wenn die Bewegung eines freicn 
matoriellen Pnnktes mit den Koordinaten ,x, y, x> iinter dem 

9* 
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KiufluB dor Sclmere zu suchen ist, ao Icaiin man dio x Acliso 
vertikal nach abwarta zielion. Dann ist K gioicii —mgx 
unci das Problem, die Bewogung dea inatoriollon Punktos zii 


fiiiden, roduziert sicli auf dio Aufgabo, einou Punkt so kon- 
tinuiorlich wfLhrend der gegobenoii i^eit von oiner 

beliebig gegobenon Aiifangslage in oiuo boliobig gogobenc 
Gudlage zu UbcrfUbren, daB dabei tins Integral 


'Welches jetzt die Wiricung wiHireiid der Zoit — (q darstollt, 
ein Grenzwert vird. 8«cht man nach den bolcannten Regoln 
flev VariatiousrecUuung die Bediugung hierflir, wobei man 
am beaten tut und dt unvaviiert zu lasson, bo folgt: 



h 


(l^X 

~'de 



ddy dx 

'ITf ^ "dT 


dt 


+ ff /V j?- j d / =5 0 . 


Die ))RrtieIle Integration und separato NuIlBotziing dor 
Kooffizienten von dx, dy und Sz liefort dann die bokannton 
Gleichungeu: 

^ y _ _ n 

"dT ~ di^' 


Dio seobs Integrationakonstantou hostiramon gic)i dadurch, 
daB fUr t ^ 1^ und I ^ dio Werto dor Koordiuaton go- 
geben Bind. 

Ancb bei dieser zweiten Aufgabe wollen Tvir don Fall, 
(laB der matorielle Punkt nioht frei, soudorn gozwungon ist, 
ontweder auf einer vorgescbriebenen Fliiclio odor auf oiner 
Kurve zu bleibon, so daB dor Grenzwort clesselboji Ausdrucks 
abor jetzt unter der Nebcnbedinguug zu suchen ist, daO die 
Koordinaten dio Gleichung der Flilclio odez’ die boideu 
Gleichungen dor Kurve erfUllen mUssen, dein Lesor Ubor- 
lassen. 


^ § 34. Helmholtz’ Krafte Ip und Deftnition der p' duroh 0. 

In dor Pbysik kommt haufig der If'all vor, dafi die 
Qesamtlcraft aus zwei Summanden besteht, von donen der 
eino oine Kraftfunktion F hat, der andere bloB als Funktion 
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der Zeit gegoben ist, so dali die nach irgond einor Koordinato 
wirkende Kraft dio Form hat — -f wobei 

eino gegebene Funktion der Zeit isL Dann hat man oinfacb 
don Fall einer die Zeit onthaltenden Kraftfunktion und in 
den entwickelten Gleicliuiigen ist in setzeu: 

220 ) y 

1 

Es Icann dann das betrofTonde System, seine JJeweguug und 
anch die Kraftfunktion F gegoben aein und von den Glei- 
chungon die Jieautwortung dovFrage gefordort werden, wolchc 
Krilfte lu den durch die Kraftfunktion F bestimmton zu 
jedor Zeit nocli hinzugefUgt werden miissen, um am ge- 
gabenen System die gegebene Bewegung bervorzurufen. 

WerdoQ die Kritflo von auBorn Vorrichtungen auf 
das System ausgoubt, so sind dagegen — dio Krilfto, 
welche umgckehrt das System auf jone Vorrichtungen ausUbt. 

Helmholtz hat cine Vcrallgcmeinerung des Prinzips 
der stationaroTi Wirknng gefundon, welche, weil sic in dor 
Elektrodynamik Anwondimg findot, bior noch erwllhnt 
worden soli, 

Er betraebtet 2*' vollkommou indopeudento Variabeln 
Vi) P\f welche im Verlaufe einer ge* 

gebenon Zeit (von bis t^) beliebige, sich kontinuierlich 
folgende Werte durcblaufen sollon, so daB also jetzt von 
vornherein gar uicht vorausgesetzt ist, daB p\ der Differential- 
quotient von nach der Zoit ist T sei eino boliebig ge- 
gobene Funktion der 2.*? Variabeln p^p^ , , p\ . » ,p\, jedocli 
sei 08 bezUglicb der p' oine ganze Funktion zwoiten Grades, 
also durch einon Ausdruck von der Form 36) gogebon. 
Zwlscben den s + I Vaviaboln V 2 *‘*Ps koimen noch n 

liolonome ocler nicht holonorao Bodingungsgleichungen von 

der Form dl + 0 bostehon. V uiid dio tt 

soien boliebig gegebene Funktionen dioser s + 1 Variabeln. 
Er stcllt nun dio Forderung, daB die GroBe 
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einGrenzwertsoinsoUunterfolgendeuBediiigungen: 1. i^undi, 
und die Werte der ungeslncheneQ p zu diosen Zeiton sollon 
niclit variiert wordon, so daii man auch d t niolit zu variieren 
braucht, 2. die Variationen der ungestriclieiion p sollen die 

Z 

Bedingungen orflillon 1= 1, 

Da die gestrichenen p vSllig unabLdiigig aind, so mu6 
die Variation S\Q, welcho orftlhrt, wonn man sonat 
allea nn^erandort und nuv einoe dev p', B. p\, mn 
dp\ waohaon laBt, vorschwinden. Die im Ausdrucke fUr D 
in der ockigen Klammer stehendo Summo orfillirt daun den 
Zuwachs 




und daher wird: 



dp, \ 6^ T . 

dt 7 ilp'ifipV’ 


da nun Sp\ eine ganz willkUrlicho kontinuiorliclio Funktion 
Ton t ist, die mir die Bedingung zu orflillon hat, diiB aie 
fUr jeden Wert des t onendlich kloin aoin muB, so muB dor 
Faktor von Sp\ in dona zuletzt fUr d''fS2 gofundonon Aus- 
drucke ftlr jedea t verachwinden und man hat daher fUr jodos 
f und i = 1, 2 . . , s: 


222 ) 



dPi.\ i*T 

dt I ip', dpU 


0 . 


Dies aind filr die s GrCBen p',, — im ganzon s lineare 
homogene Gleichungen. Da nach GleichungSB) 

^PhiPi 

^ist, 80 sincl dio Koeffizionten dieser linoaren Gleichungon 
gleich den und da nach 66) dio Determinante diosor 
Kooffizienton nicht voracKwindet, so klinnon dio Bllmtliclion 
linoaren Gloichungeu 222) nur erfUllt sein, wonn ellmtliche 
Ausdrlicke von dor Form vorschwinden. Der in 

§ 9 fUr das Nichtversohwinden dieser Determinante gegebene 
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Beweis gilt anch flir rheonome genoralisierte Koordinaten; 
deuu man kauu sicb iminer denken, daB die zwischon den 
rechtwinkligeu und generalisicrten Koordinaten z\i eiiier 
bostimnaten Zeit bestebendon Boziebungen unabhllugig von 
der Zeit fortbestelien. Danu ^vorden die goneralisiorton ICo- 
ordinaten skleronom, ohno daB die a ihre Worte aridern. 

Lediglich aus dor Voraussetzung, daB der Ausdruck 221) 
untcr den soeben prazisierteu Bedingungen oin Grenzwevt < 
wird, folgt also, was friiher Definition der 7 /,^ war, dab 
ist. Sobald aber dies bewicsen ist, wird dor 
Ausdruck i3 der tTleichung 221) mit dem Ausdrucko W der 
Gleichung 202 ) identiscb, und da aucb die Bedingungen, 
uuter denon jetzt £i ein Grenzwcrt werden soil, identiscli 
sind mit denen, unter denen frUher W ein Grenzwert wurde, 
80 folgt, wie damals so auch jotzt, daB die zeitlicbo Ver- 
iinderung der p, fUr welcbe Q ein Grenzwcrt wird, die 
Lagrangeschon Gleicbungen der analytiseben Meclmnik 
orftlllt. 

§ 85. Das Wirkungaprinzip ala Gnindprinzip der 
geaamton NaturwiBsensohaft. 

Historisch fubrte natUrlicb offener Oder verstockter die 
VorstoUiing dor Zentrikrafte zwiseben materiellen Bunk ten 
zur allmilblicben Entwicklung der Mechanik in ibrer 
heutigon Gestalt Daraus alloin darf man frciliob noch 
nicht den SchluB ziebeu, daB diesc Vorstellung des- 
wegen auch immer ihre Basis bloiben mtisse* Ks kommt 
ja oft genng vor, daB ein Satz, dor zuerst uuter gewissen 
beschrankenden Bodingungon gofunden wurdo, sich spilter 
aucb in allgeineineren Fallon als gllltig erweist. So konnton 
die Prinzipien der Mechanik, wie das der virtuellen Ver- 
sebiebuDgen oder das der statiouareii Wirkung, obenfalls 
uuter Bedingungen gelten, welcbe sich nicht durcb Zentri- 
krafte realisieren lassen. 

Es wurdo in der Tat oft die Ansiebt ausgesproeben, 
daB man die Vorstellung der ZeutrikrUfte ganz fallen lassen 
und an ihre Stelle irgend eines der allgemeiuen Prinzipe 
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ZiXY Basis (ler ilechaiiik inaclion solle. WiUilt man liierzu 
(las Enorgioprinzip, so iiiul3 man, da dieses viol spezi oiler 
ist, als die Glsichungen (let* Mechanik, noch cine gauze 
Roihe andorer Satze hinzunehmen und mit cler Abloitimg 
des Gosunitmaterials aim einem einlioitlichon Prinzipo ist es 
wiedevum voi'bei, Dios v/Uve uiclit notweudig, wenn man 
das Prinzip der stalionilron Wirkung wlVlilon 'wlirdo, da aiis 
dicsem in dor Tat die Gleichungon der Modianik in iliror 
Geaamthcit folgcu. 

Es kann hier sogar dor Pall ins Auge gefalit worden, 
daB der Zustand von Systonien duroli audoro Xoordiimten 
bestimmt ist, als aolche, woiche die Lago in oinom clreidi- 
mensionalen Raiimo angobon, So baben z. B. Gibbs, 
Helmholtz u. a. llolatioiion aufgcstollt, in donon die Tom- 
peratur, der eloktrische Zustand imd Hhnliche Variabole 
vorkommen und welcbo die meclianiachon Prinzipo, bcsouclovs 
daa Prinzip der statiouilron Wirkung, als spoziollo Pilllo onU 
halten. Allein dies© Relationen sind in andorer Hinsicht doch 
wieder viol vveniger allgemein. Sie golton luanchmal ausschlioB- 
lieh fdr Zustancle, die sich nur imendlich wonig vom Gleicli- 
gewichtszustaudo untorsebeidon. Sio onthalton fornor dor 
Mechanik fremdo Duukelliciten, \vie deu BogriiT dor Entropio, 
dor IrreversibilitUt und zahlreicho orfahrungsnulfiig gogobone 
Eigonschaften der Temperatur, Eloktrizitilt otc,, doron Vor- 
stellung keineswegs so einfacli ist, wie die dor geomotriachen 
Beziolmngen von Punkton. 

Es bosteht die Mdglichkeit, das Auftroten von Glei- 
chungen, wolche denon der Mechanik analog sind, in dor 
Theorie dev Elektrizit^t, dev W^rme otc., sowio die bo^ 
sonderon Eigonschaften, wolebo dou in dioson Thcorion 
vorkommendon GrclBon zukomracn, daraus zu orklilron, daB 
dies© Phknomene duveh vcvborgone mecbauischo Bewoguug 
vorursacht sind und auch die Dunkolheiton im Vorlialton 
dor in der Ubrigen Piiysik vorkommendon Grdfion durch 
mechanise ho Bilder aufzuhollon, z. B. die des Eu tropic- uud 
IrroversibiUtatsbogriffcs durch Anwendung dor Waliraohoin- 
lichkoitsrechuung auf das Vorbalton sehr zahlroichor nia- 
terieller Punkte. 
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Wenn ich sago, die mechauischen Bilder kdnnten im- 
stande soin, derartigo Dunkelheiten aufzuhollen, so inoino 
ich damit nicbt, da6 die Lage und Bewogung niaterieller 
Punkte im Raume otwas ware, desson oinfachste Elorocnto 
vollstfludig erklllrbar siud. Im Gegenteile, dio letzten Klc- 
mentc unscror Erkenntnia zu erklUron ist iiberhaiipt niclit 
moglich; denn crklaron hoiCtja, auf Bekaimtorcs, Eiiifachoi’cs 
zurUckfiilu’en und dahor mu8 das, worauf allcs zuvUckgofiihrt 
wivd, iminev unorkl^vbar blciben. Wean daher uach allcs 
au8 den einfachaton Grundbegriffeuder Jlechauikerklart ware, 
so wlirden diese daftU* in aller Ewigkoit goradcso nnerklU^rbar 
bloiben, wie es heuto flir uns auch dio der Elektrizitata- 
lehre sind. 

Auch will ich nicht streiten, ob der Begriff dcr Lage 
im Raume, odor der der Tcmperatur, oder der oiner olek- 
trischen Ladung an sich klarer ist: ein soldier Streit ware 
gegenstandslos. Nur ware es sicher kinrer, weun wir nicht 
nur alle BewegUDgserschoinungen an festen, tropfbaren und 
gaaformigen KOrpern, sondern auch Wilrmc, Licht, Klektri- 
zitatj ilaguetismus, Gravitation, alles durcli dio Vorstellung 
von Bewegungen matorieller Punkte im Raume, also durch 
ein oinzigfts oinlieitlichcs Prinzip erklaren kbnnten, als weun 
wir fUr jedes dieser Agention wieder oin gauzes Invcntar 
vollkommen frcmdartigor Begrilfc wie Temperatur, clektrische 
Ladung, Potential etc. braucben, ob wir diese fremdartigen 
Bogriffo nun als etwas vollkommen Selbstandigos oder als 
lauter disparate fUr jede Enorgieform apart zii postulierende 
Energiefaktoren bezeichuen m5geu. 

Wenn man sich sebon Uberhaupt urn die kiinftigen 
Jahrhunderte oder gar Jahrtauaendo kumniern will, so will 
ich gerne zugeben, daB es vermessen w&re, zu hofi'en, daB 
das lioutige mechanische Weltbild solbst nur in seinon 
wesentlicliaton ZUgen sich in alle Ewigkeit erhalten 
worde. 

Dahor bin ich auch woit oritfernt, von Versuchon, allge- 
ineinere Gleichuugen zu suchen, von denen die mechanischen 
nur speziollo Fallo sind, gering zu denken. Ja ich ware 
mit dem Erfolge dieses Buches zufrieden, wenn ich durch 
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den Nachweis, wie klar oin Weltbild soin kann und muB, 
dazu beigetragen batte, daC die Konstruktion oinoa anderen 
nocb uinfasseiidcreD und klarorou Woltbildos, soi es auf 
Grundlago des Energiepriiizipa oder des Prinzipa dor statio- 
uaron Wirkung oder dor goradcatou Balm, golihige, Nur 
dem Leichtsinno, welcher, bovor oin andoros derartiges 
Weltbild von der eraton Grundlago bis ziir Anwendung auf 
die wichtigaton Eraclioinungen, die schon so lango durcli 
doa alte Weltbild eraclibpfend dargoatollt wordon aind, 
detaiUiert auagoarboitet vorliogt, ja olino von don Schwiorig- 
keitcn dev Konetruktion deaaolben eino Ahnung zu haben, 
das alte Weltbild dev Mechanik flir oinon aborwundonen 
Standpunkt orkiart, mSchte icU ontgcgonavboitou. Vor 
allem dlirfto man, weim man das Bild mateviellov Punkte 
verroeiden will, niebt doeb wiedov in dov Mochanik spHter 
matoriello Punkte einfllhron, sondorn man mtiBto voi^ andera 
beachaffonen Einzelwoaen oder Elemonton ') auagebon, doren 
Eigenaobafteti ao klar wie die der materiellon Punkte zu 
acbildern wkren. 

Ich schrieb daa Voretobende vor otwa siobon Jabron 
nieder, dor SchluBsatz stellt alao dio von mir vor sioben 
Jabron geatellte Porderung dar (ao alt ist der Grundatock 
des Manuflkripta fUr das vorliogende Buck), lob brachto 
allea daa jetzt absicbtlich unvorbudert zum Abdrucko. Was 
ich dort nach Jabrhundorten oder gar Jahrtausondon er- 
wartete, ist in sieben Jabron znr Hlllfte goscholion, 

Aber nicht von der Enorgotik, niobt von der Phano- 
menologie ging der Hoffnungaatrahl einer niclitraechaniachen 
Naturerklarung ana, sondorn von einer Atomtboorie, die iu 
phantastischen Hypotbesen die alto Atomtheorie ebonao Ubor- 
trilTt, wie ihre Elementargebilde an Kleinhoit dio alton Atome 
Ubertroffen. IcL bi’auche nicht zu aagen, daB ich die modorne 
Eloktronentheorie moine. Dioso atrobt gowiC nicht die 
Begriffe der Masao und Kraft, daa Tragbeitageaotz otc, aua 
Einfacherein, leichter Vorstandlichem zu erklllren, ihre ein- 
faobstan Grundbegrifle und Qesotze werdon eicher obouao 

*) Vergl. Wied. Ann, Bd, 80, S. 247, 1897. 
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unerklarlich blGibon, wio fUr datj mcchanischc Weltbilcl die 
der lleebanik. Aber der Vortoil, die gesamto jMechanik aus 
undoreii, fur die Erkblniiig des Elcktvomagnetismiis obnehin 
notwondigoii Vorstollungen abloiton zu koimou, ware ebonso 
groB, als wcim umgckelirt die cloktromagnctiaehen Er- 
acbcinungen lucchaniach erkliirt werdon kbnnteiu Moge das 
erstere goUngen und dabei meinc vor sicbeu Jnbren gestollte 
Forderung orflUlt werdon! 

\ § BG. Das Prinzip der kleinsten Wirkung. 

Wirwollen nun annehmoii, claBweder die Kraftfunktion F 
noch die Bedingiingsgleichungen, die mm alle holoiioin sein 
sollen, die Zoit explizit onthalten d. h. daB das System 
skleronom soi. Dann brauebt man niebt zii variioreu, 
da man ohue Beschrankuug dor Allgemeinheit dor unteron 
Grenze dee auf die unvariicrto Bewogung bezUgliclioji 
Integrales 202) die untere Grenzo des der Tariiorten Be- 
wegung entsprochon den Integrales 203) zuordneu kaniK rHj 
ist; dann die Variation dor ganzen Zeit dber wolche 

(lie Integration sicb orstrockt Ferner ist dann in der 
GleiebuDg der lebendigen Kraft 

i? = T+ F, 

E eine wahreud der unvariiorton Bewogung konstanto GrGBo; 
dabor wird 

f{2T- I^dt 

'o 

SW^2S j Tdl- fSEdl~ESt^, 

(o ^0 

wogegon aus Gloichung 207) folgt: 

dW^- ESt, + {q\3p\ - Sp\). 

Die Vergleichung cliesor beidon Werto fl\r d 7F ergibt: 
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Wit* wolleii zuniichst das Prinzip (Icr kleinston Wirkimg 
in seiner niton historiseben Form abloilen. Wir sufzou 
dnbei voraus, dnB das IntervRil li ~ ^o' bbor wolebos sich 
das Integral 202) erstrecict, den Znwnobs 8t^ orfilbrt, und 
dies ist ein wesentliclior Untorscliied voii dem IVilbor bo- 
bandoitou Prinzipe dor stationiiron Wirknng, wo dieses Zeit- 
intcrvall unverandort bliob. Fernor setzon wir voraus, dnB 
(lie der unteren Gronze entspreebendon Worto dor Koordi- 
iiaten fur die variiorto Bewegung diesolbc wio fllr dio 
unvariierte sind, da6 also dyj”, fllr jodos h verscliwindot. 
Dio Gescbwindigkeiton fllr die Zeit boi wolclior sowolil 
fur die unvariierte als aucli fllr dio variiorto Bowegung die 
Integration beginnt, kOnneii zwar Vnriationon erfahren, jodocli 
nur so, (]a6 dio gesainto lebondigo Kraft ini Zoitinomento<(, 
koine Voranderung orlUlirt, dnB also die Konstaiito A unver- 
ilndert bleibt. B'orner sollen alio Zusatzkrilfto, wclobo nocb 
oino weitero Variation der Bewegung bowirkon, in koinom 
Zeitmomonte eino Arbeit auf das niatoriollo Sy.sloin (Iber- 
tragen odor ihm ontziehen. Ks soli (labor ftlr die variiorto 
Bowegung T’-p F zu AnCaug donselbon Wort J? wio fllr dio 
unvariierte Bewegung babon und aucb z.u allon splUoren 
Zeiten soli die gesainto Energio T+ V fllr dio variiorto 
Bowegung donsolben Wert B wie zu A lifting baben, I)a 
abor aucb ftlr die unvariiorto Bowegung T -\- V = B ist, so 
ist allgemoin 8 IC = 0. 

Dios wllro z. B. erftlllt, wenii die Zusatzkrilfto dadurcli 
bewirkt wUrdon, daB jeder materielle Punict in oino starro 
glatte RObro oingesoblossen wtirde, doron Mitlolliiiio unoiid- 
Hob wonig von dor unvariiorteii Balm dos botroftbiiden 
materielleii Punktes abwiclio und (lurch dio Punkto ginge, wo 
sicb dor Punkt zu don Zoiton und /, boi dor unvariiorton 
Bowegung befand. AnBerdein soil die Variation dev fllr dio 
Zeit gelteiidoii Gcscbwindigkoitcn nnd sollon die Zusatzkrilfto 
nocli so beschaffon sein, daB zii irgend oiuor Zoit + 8t^, 
welche gleich /, odor unoncllich wonig vorsebiedon von ist, 
sUmtliche matoriello Punicto goimii in dio Lago koinmon, die 
sio fUr die unvariierte Bewegung zur Zoit batten. Dann ist 
auoh 8j)\ = 0 ftlr jedes A und es foigt aus Gloichung 223) 


Gl 224.] 
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224) I 

^0 I 

lis winl alao das Integral oin Greir/wcrt, welclio 

Ausaagc daa alto Prinzip der kleinsten Wiricung, wic cs 
schon laiigo vor Hamilton auagosprochou wurde, bilclet, 

Dasselbe iat nur flir den Fall, daC man dio Zcit 
also nach unsorer llethodo nebcn auch unvariiert lUBt, 
oil! spoziollev Fall des Prinzips der atatiouaren Wirkung. 

V § 37. Variationsmethode; wobei auoh die Independejite, 
reap, die Zeit variiert wird. 

Die alte Ableitungsweise des Prinzij)e8 der kleinsten 
Wirkung, welchor auch wir im vovigon Paragraph gefolgt 
sind, sotzt voraus, daB eine Kraftfunktion oxistiort, wclclie 
die Zeit niclit explizit enthillt. Dioso Voraussotzung war 
boi Ableitung der Gloichung 30) rosp. 218a). wolchc den all- 
gemeiusten Ausdruck des Prinzipes der atationliren Wirkung 
darstellt, iiicht notwendig. Es hat Helmholtz gozeigt, 
daB aio auch boi Ableitung dos Prinzipes der kleinsten 
Wirkung nicht notwendig ist uud daB daher aus lotzterem 
Prinzipo die aljgeineinou Grundgleicljungon der Mechanik 
ftir skleronomo Koordinaten in alien Fallen abgeleitet werden 
kbunon, in denon sie aus Gleichung 4), 30) resp. 218a) (der 
allgomeinsten Form des Prinzipes der 8tationa.ron Wirkung) 
abgeleitet werden kdnnen. 

Kho ich aber biorzu libergehe, will ich noch oino 
ungemoin wichtige Verallgemeinerung der Variatiousmotliode 
besprechen. Ich habe absiclitlich bisher die Variation dos 
Zeitdifferentials unterlassou, uni zu zeigen, wie sie durch 
Variation der Grenzon orsotzt werdon kann. Wiowolil wir 
nuu auch in den spHtern Paragraphen nirgonds mehr das 
Zeitdififereutial variioreu werdon, so will ich diese Variation 
dock in diesem Paragraph bosprechen, da ohne ihre Kenutuis 
der ganze Begriff dor Variationsreebnung ein ungemein 
beschrankter bliebe. 
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Geimlc bei Abloitung des Prinzipes dcr Idoiuston Wir- 
kung ist QS nattirlicher auch dl al8 variabol zu l)otrachten, 
d. Ii. dio Anualimo fallen zii lassen, daB zwoi Zustilnde der 
unvariiorten Bewogung jcdesnial zeitlicli gloich weit abslolicii, 
wio dio beidcn kori-espondierondon ZuBtiliido dcr vuriiorten 
Bewcgiing. 

Es d rfickt dAiin das einer GroBo vorgcsotzte S i minor 
don Zuwachs aus, wclchen diese GraUc orfalirl, wonn man 
von dcm irgond einer Zeit t entsprecliendon Zuslando dor 
unvnriierten Bewogung zu dem koiTespoiidiorondou Ziiatande 
dor variiorton iibergeht, d. h. zu doiu, wclclier boi dor 
variiorten Bewogung einer ein wenig davon vorschiodonon 
Zeit i + entspricht Dabei kann man Si ganz boliobig 
wahlen, also z. B. als eiuc ganz boUobigc Fuuktion von i 
auffasscn, welche uur koutinuiorlich und uiicndliob kloin 
von der Ordnung der S dor Ubrigou GrSlion sein muB. 

Am einfachaton ist os natiirlicli allgemoin St^O zii 
setzen, wio wir ea im frUheron taton; abor cs kiinncn Grllnde 
vorhanden sein, woshalb die EinfUhning oinos von Null 
verscbiodencn, irgendwio passend gowilliltoii Wortos von 
Si rasoher zuro Ziele fUhrt. Wir bloiben also vorlHufig 
ganz allgomein und logon dem S I woitor gar Iceino 
BesclirS.nknng auf, als daB cs kontinuierlich und unend- 
lich klein von der Ordnung der b dor Ubrigen GrbBon 
sein soil. 

Um don Untevsohied zwisclien dov Variation boi Kon> 
stauthaltung dor iudopendenton Vaviaboln und der Variation, 
boi der aueb die indepondento variiort wird, nocli deutUolior 
borvortreten zu lassen, will icii bier eino kurzo Einaohaltung 
Uhor dio Grundpriuzipieu dcr Variationsroclmung im all- 
genieinen macben. Diesolbo soil nur unzusammonhllngendo 
BrucbstUcko ohne jede subtile mathematisclio Aimlyso bloB 
zur Beleuchtung dcr goonietrisclicn und physikalisclion Be- 
deutung der botroft’enden Begriffe gebon. Sio soil aucli 
keine Einleitung zum Studium der Variationsreclinung sein, 
sondern nur etwa zum Nobengebraucho beim Studium eines 
elemeutarcu Lehrbuebes ttber Variationsroclmung von oinigera 
Nutzen sein, Krst nacb Absolviorung diescr Einschaltung 
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will ich wiocler zu unaercr meclianisohen Aufgabc zuriick- 
keliren. 

Dfts oinfacliste Problem dor Vavialionsrechnung ist das 
folgende: Man audit einc Funktion y ^ f (t,) einer iiidepcn- 
denten Variabeln x so zu bnstinimcn, daC ein Integral von 
der Form: 

J = jF{x,y,fj) 

oin Grenzwert wird. Daboi iat 7/ und cc, sind 

dx ^ t 

die konatant gcgebenen odcr in gegebener oder willkilrlicber 
Weiso veranderliohen Gronzen (lea Iiitegrah^.s. 

In der Variatiouaroclinung denkt man sich nun die 
Funktion f, flir weloho der geforderte Gronzwcrt eintritt, 
gefunden und durcb eine Eurvo M N (Fig. 3, 4, 5) dar- 
gestellt. Dann denkt man sich die Funktion f unendlich 
wenig variiort, so daB eino unendlich benacbbarte Kurvo 
Jir N' entatoht. Man lllBt nun jedem Punkto der uuvari- 
iorten Kurvo i/iV eincn Punkt der variicrtcn Kurvc M' N' 
korroapondioren und bczeichnot die Zuwaclise, welolio Ab- 
sziase und Ordinate doa betroflcndon Punktes orfahron, wenn 
man von irgend einom Punkto der unvariierton Kurve MN 
zu dem dieaom Punkte korreapondierendon Punkte der 
variierten Kurve N' liber- 
geht, mit Sx^ Sy. 

Am einfacbsten und in 
den meisten Fallen am beaten 
iat es,w6nn man jedem Punkte 
der unvariierten Kurvo deu- 
jenigen Punkt der variierten 
korrespondiercn laBt, welchor 
vertikal dar liber liegt, also 0 
dloaelben Absziase hat. Dann ^ 

iat allgemeiii £ya;=0, woil kor- P1&* 

reapondierende Punkte immor 

dieaelbe Abazisae baben. 8y aber, welchea wir in diesem 
Falla ala ?y bezeiohnon wollen, iat gloich dor Ordinatcn- 
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different? cler beiden Punkte, in dcnen oine dcr Ordluaten- 
jiobse pavallele Gerado die beidoii Kuuven durcjisclmeldet, 
BCm Fig. 3 wiiYQ das <5j ?/, wonn B der fragiicho Punkt 
der unvariicrten Kurve, C der ihm korreapondicronde Punkt 
der variierten Kurve ist. 

Jils kann aich abev auc!\ aus gowiaseu Grlindou empfohleu, 
jcdem Punkte dor unvariicrton Kurve init der Absziaso x 
einen Punkt der variierten Kurve korrespondieron zu lassen, 
welchc eine ein wenig vorsebiodono Abszisse ir + d a; liat, 
^vobei man fUr Sx eine beliobigo Funktion vou x wiVblen 
kann. Das dx dos Puuktes B in Fig. 3 soi durch das 
Stack A A' dargestellt Danii ist das dazu goliorlge Sy, 
das in diesem Fallo init d\y bozeiclniot wordon soil, dor 
Zuwachs, wolchoii die Ordinate cvfiibrt, Nvenn nmn von dom 
Punkte B der unvariierton Kurve 71/ iV, dor die Abszisse x 
liat, zu dem kovrespoiidierondcn Punkte 0' dor variierten 
Kurve also zu demjenigen Punkte diesor Kurve libor- 
geht, welobor die Abszisse x + 5 a; bat, In Fig. 3 ist 0' D 
gleicb S^y, dy dagegon ist immer dor Zuwacbs, welchon 
die Ordinate der unvariierton Kurve erftlhrt, woini man boi 
dorsel])en die Abszisse x urn dx wachson lilBt; die variiorto 
Kurve koramt dabei gai* niebt in Betvaebt. 

In Fig. 4 soi AA^=>dXy DB^ — dy. Untor ddy — Sdy 
ondlicb verstelit man den Zuwaohs, den das Sy erftlhrt, 



weim man es als Funktion von x ausdrQckt und in dieser 
Funktion x um dx wachsen laBt oder den dy orfUbrt, wenn 
man von den beiden Punkten B und Fig. 4 u. 5, deren 
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OrdinatcndifFerenz gleicli dy ist, zu den boidou ihnon korre- 
apondioroiiden Pnnkton (CC\ in Kig. 4, C G\ in Fig. 6) der 
variiorten Rowegung ilbergeht. In Fig. 4 sind alle diese |l| 

GroBon iTir den Fall dargestellt, daB dx=^{) ist, in Fig. 5 
dagogen fUr don Kali, daB dx von Null verschiedon ist. Im 
ersten Falle soil das ddy niit d(\yt im lotztereri mil dS^y 
bezeiclinot worden. 

Dio Analogie der beiden Inor betrachtoton Variations- 
arten mit den soehon in dor Mecbanik angewandteu liegt, 
wie ich glaubo, klar zutago. Nur daB in der Mecbanik 
t atatt X die indopendente Variable uiid atatt der depend 
denten Variablon y eino ganze Roihe von Variableu vor- 
handen ist. Man kbnnto sich boi dem niGclmnisclieu Problem e 
die Verbal tnisso in dorselben Woiae vorsiniiliclien, woiin 
man die Werto den t als Abszissen und die Werte irgend 
oinor der Koordinaten oder goncralisiortcn Gcscliwindig- 
koiton oder Momente als Ordinalen darlibor auftragon wllrdo. 

Diea ist es, was icb Uber Variationsreebnung im all- 
gemeinen einscbalten wolltc und wir keliren nun ^vieder 
zur moclmnischcn Aufgabo zuriick. 

§ 38. &ber die Verallgomeinerungen, welohe Helmholtz 
dem Prinzipe der kleinsten Wirkung erteilte. 

Wir wollon also nun auch t dor Variation unterwerfon. 

Scin ZuwHclis hoiBo dt, d. h. wir lasson dom zur Zeit t 
stattfindenden Zustando der unvariierten Bowcgiing don zur 
gohbrondon Zustand der variierton Rowegung 
korrespondioren. Wir bleibon daboi in diesom Paragraph, 
wio 8cho]i bomorkt, ganz allgomeiii, d. li. wir logon dom St 
Ronst gar keine Reschrknkung auf, als daB es oine kon- 
tinuierliohe Funktion von i und unendlicb kloin von der 
Ordnung der d' der iibrigon Grc^Ben scin soJL 

Wir verfabron nun in der nachatebendeu Weise. Wir 
]}ilden una den Ausdruck 

r 

225) I [2 TSdi + S Tdi + Va P. dty 

f ^ 

Boltzmann, Moebaoik Jl. 
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Dieseu Ausdruck transformieren wir in der folgendon 
Weise. Wir ersotzen das orsto Crlied des Ausdrucks in der 
ockigon Klammer (lurch 

8 

I 

(was skleronome Koordinaten voraussetzl), das zwoito durch; 

s ft 

I I 

DieSummedicser beiden Glieder reduziort sich daim auf: 


226) 


i 


s 


^ 7k *'^{?>'k 0 + <>■ Pk ^ >■ • 

1 I 


Nua iat aber p\di — daher: 

S{p\dt) = Sdp^^ = ddp^. 
Hieraus folgt; 

9 

227) 2* 0 = 2‘ -'ll'' ^ • 


Integriert man jedes Gliod der lotztoren Summo, wie 
wir es frilher scbon bftcrs taton, per partes, aubslitiiiort don 
80 au9 227) orbaltenou Auedvvick in den naclv 220) intogviorten 
Ausdruck, dann diesen statt dor beiden erston Gliodor des 
Ausdrucks 225) iu diesen Ausdruck, und bedonkt noch, daii 
kraft dor Bewogung^leiclningen, weil die nnvaviiorto Bo- 
wegung oino natUrlicbo $ein soil, 



ist und zwar sowohl, wcnn keino, als aucli wenn Bedingungs* 
gleichungen vorhanden sind, so findet man: 


228) /[2 r,Ut (d7'-f- ± }\ dp,) df] = dp \ - q\ dp\). 
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Diese Gleicluing unifaBt das Prinzip dor stationiiren 
und das der kleinaton Wirkung; es iat vorausgesetzt, dab 
(lie goncralisiorteu Koordiuaten skloronom sind, 

L Falls d'dt ^ 0 ist, folgt, da wir die Integratious- 
grenzen uicbt variierten, wieder das Ilamiltonschc Priuzip 
recte das Prinzip der stationaren Wirkung. 

2. Wenn die Variationen der Koorclinaten fllr die Iw^ 
tcgrationsgreuzen vcrscliwinden und auBerdom die Variation 
speziell so ausgefuhrt wird, daU liberall 

229) 

I 

also der Zuwacbs der lobondigen Kraft itrnner gleicb der 
durch Variation der Koordinatou geleisteteu Arboit ist, so 
daB die die Variation orzeugenden Zusatzkrllfte niemals 

Arbeit leisten, so ist f 2<^Tdt) ^ 0 , daher auch 

230) iffTdi = 0; 

denn die Variation dorGrcnzon ist bier sclion durcb Variation 
ties Zeitdifforentiales berbcksicbligt. 

B’alls d7' — niclit die Variation eines Aua- 

1 . 

drucks ist, der fur endlicbo Teile der unvariierten Bowegung 
konstaut ist, kann man sicb vorstellen, daB die Bedingung 229) 
sicb bloB darauf bezieht, wclche Momenta der vaviiovton 
Bewegung man don verscliiedonon Momenten der unmriiorten 
korrespondiereu UlBt, so daB durch die Bedingung 229) dor 
gauze Verlauf der variierten Bewegung in keiner Woise be- 
scbriiukt wird, diese Bedingung violmehr bloB die beiden 
Pwnkto bestimmt, welche fur die variierto Bewegung als 
Anfangspunkt und End[)unkt dor Integration gowUhlt werden 

9 Pal la die Zeit vaviiert wird, folgt ana dom Vereebwindon der 
Variationen der reclitwinkligen Koordinaten an beiden Zeitgronzen 
keineswegs aucb daa Vorschwinden der Variationen irgend wolclier 
niclit ekleron otner gen oralisiorlcr Koorclinaten an donsolbon Zeitgronzen. 
JCretcres kann clnnn niohtliolonomcn Bedingungen wideraprechen, 

10 * 


U8 
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mOsaen. V\lr Aufang imd Eiidc der Integration ratisson 
dana nocli die Koordiuatouvnrmtlonon vorachwiiidoii. Donn 
da wir dio Grenzen des Integrals niclit variiort haben, so 
mu(3 der 2ustand dor iinvariierton Bewogung, welclio far 
diese dio untcre Integrationsgrouze bildot, doni Zustaude 
korrespoadieren, wolchcr f(lr die variierto Bowegung die 
untere Integrationsgrcnze bildot und dassclbo miiB far die 
oberen lutegvatioiisgrcnzcn geltou* 

Dies wird besondora klar, wenn oino Kraftfimktion T 
existiert, wolclie abor die Zeit oxplizit on thill t. Sotzt man 
dann T+ V = so ist: 

ST- f)E, 

1 

Daaber V uud folglicli auch i?dio Zeit explicit onthalton, 
so diircblauft E sowohl flh* die unvariierto als auoh fl\r dio 
variierto Bowegung eino Reihe kontinuierlicb sich folgoudor 
Werte. Hat dann E nicht gorado far eine dor Integrations* 
gronzen ein Maximum odor Minimum, so kann dio Be- 
dingung 229) dahin ausgesprochen werden, daB dor Anfangs- 
zustand dor variierten Bewegung dort gow&hlt wordon muB, 
wo fllr die variiorte Bowegung E densolben Wort hat, den 
es for den Anfangszustand dor uuvariiorten Bowegung hat 
und daB dasselbe auch fllr die Endzustllnde, d. h. fhr die 
den oberen Grenzon der Intogralo entaprochonden Zustilnde 
gelten muB. Eino besUmmte Angabe, wio vaviiovt , wovdon 
muB, liegt dann noch darin, daB fUr die beidon Intogrations- 
grenzen dio Variationen saintlichorKoordinaten vorschwinden 
mlisaom 

Es genugt danu aborhaupt, abgesohen von don 
Stellen, wo E oinen Grenzwert hat und vorauegosotzt, daB 
die Koordiiiatenvariation flir dio lutegrationagronzon vor- 
gchwindou, jedera Zustande der unvariierton Bowegung 
denjenigon der variierten korres])ondieren zu lasseu, wo E 
exakt densolben Wort hat, goradoso wie beim Brinzip dor 
stationaren Wirkung solcho Zustiludo korrospondiertou, fUr 
wolche t exakt densolben Wert hat, Letztero Vorstellung 
ist uns so natUrlich, da i niemals oin Maximum odor Mini- 
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mum haben oder gar fllr eine ondliche Strcckc konstaut 
sein kann; eratero Voistollung ist uns unnatUrlich, weil 
gerade fur dio wichtigstcn Fiillc J^j wsUirciid der gan^zcn 
unvarliorten und auch wahrond der variiortcn Bowogung 
konatant iat Hat es flir beide Jie^YegUllgen denselbeii Icon- 
Stan ten Wertj ao ist in richtiger Woiso variicrt, allcin dies 
ist nicht durcli die Art und Weise bewirkt, wie sieh die 
Zuatande korresporidioren. Hat dagegeii E ft'ir beide Be- 
wegimgen unendlicli wenig verschiedeno Worte, so kann dies 
durcli koine Art dor Zuorduung der Zusttode gutgemaebt 
werden. 


§ 39. Jaoobis Beleuohtung des Sinnea des Prinzipes der 
kleinsten Wirkung. Einfaohes Boiapiel fur den Unteraohied 
zwisohen dem Prinzipe der stationareii und dera der kleinsten 

Wirkung. 

Ks sei hier uocli einea Umatandcs orwtLhntj auf den 
namentlicb Jacobi groBosGowicht legt, Es soil die Variation 
dor Koordinaten fUr beide Integiationsgrenzen versebwinden 
und OS soil cine Kraftfunktion oxistieren, wolclio fur dio 
unvariierto und dio variierto Bowegung die gleicbe dio Zeit 
uiebt euthaltondo Funktion der Koordinaten iat AuBordem 
sollen dio gcneralisierten Koordinaten skleronom sein. Dann 
beatobt flir beide Bewogungon die Gleichung der lebondigon 
Kraft: 

T + V = konst. = E» 


Der Wert dieser GrbBe E, welche jetzt als eiuo ge- 
gebene Konatanto zu betrachton ist, soil nun boim Qber- 
gaugo yon dor unvariicrten /.ur variiorton Bowegung auch 
kcinc Anderung erfahren. 

Da nacb Gleichung 35) 


231) 


2T 


9 9 



dp^ dPi 
>•* dl dt 


ist, so folgt: 


I5U 
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1/2* 

Unter den angegebenen Uinstltudoii inulj nacli Glei- 
chung 224) 

f)ifT{U 0 

to 

8eiii, was nach Qleichung 231) Ubergcbt in 



(ft 


dp, 0. 


Da hier dio Zeit, boi wolclior die Integration boginnt, 
imd obenao die, wo sie endot, boliobig variieron kbjinon, nnd 
aiiberdom dio Zeit in dom Inlegralo sonal in koiner Weiao 
vorkomrat, als daB dl im J^ennor von stolit, so kaun 
man fbr di seineii Wert nua Gleichung 232) oinsotzon 
und erhlllt 

238) d f ^ '2k dp,^ d p, 0 . 

Dio Qrenzen dca lutograla bedeuten hi or, daB von don 
gogebenon Anfangswerton der Koordinatoii zu den ebonfalLs 
gogobenen Endwerten dereolbon zu intogrioren ial. Dio Zeit 
ist da vollstUndig eliroiniert. Die Gleichung 233) drUokt also 
uur eino geometrisebe Bodingung fUr dio Balm dos ina- 
teriollen Systems aua, d. h. sie bestimnit dio Bahnform fi\r 
jeden eiir/elnou Punkt, nnd welche Punkto alley Bahnon 
allor matoriellea Puiikte zusammongolibron, d. lu z\i eiuer 
und dersolben Zeit gehdrige Dagen der materiellen Punkto 
darstollen. 

Diese „Bahn dee materiollen Systems*^ wird dabin bo- 
sUmint, daB unter Einhaltung dor Bcdingungagloiehungon 
die Variation 233) vorschwinden muB. Wlo abor dieso 
Bahnen im Vorlavvle der Zeit '/urilckgelegt w or den, d, h. 
M^elchor Wert des t 211 jeder goometriacheu Koufiguvatiou 
der Punkte gohort, wird duroli die Gieichung 233) nicht 
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bestimmt, soudcrn vielmohr (lurch Intogiation dor Glei- 
cbung 232). 

Da im Intcgmle der Glcichung 233) die Zelt gar nicht 
cntbalton ist, so kanii man sio nicht als independents 
Variable wiililoii. Wollte man in diosem liitograle durebaua 
eine bestimmte indepcndento Variable haben, so konnte man 
eino dor Koordlnaten, z. B. als solcho wUhlen und die 
Gleicbung 233) sebriebe sicli in dor Form 





V/. a, • y'*'- 
^ ^ bh dp^ 


0 


wobci uaturlicli fur dor Wert oius zu sotzen ist. 
dpi 

Wir wollen mm an einem ganz einfachon Beispiole den 
Untersebied zwisclicn doiu Prinzipo der stationilreu mid deni 
der Ideiustoii Wirkung orbrtorn, 

Es bestohe das System aus oinem oinzigon inatoriellen 
Punkto, dor eutweder gauz froi oder gezwuugcn ist, auf 
einor voi'gGSclniebonen unvcrandorlicben FlSclio zu blciben, 
und auf den keine expliziten Krafto wir ken, d. h. koine als 
ovoutuell die Kraft, die iim zwingt, auf diesor FlUcIje zu 
bleiben. Es ist V konstant, und da es flir dio variicrte 
Bewegung dor Koordinaten gloich dorselben Funktion der 
Koordinaten soin muB^ so bat es aucb flir dieso densolbon 
koDstanten Wert, 

Da ferner F + T unserer Verabroduug gomilfl obenfalls 
flir die variierto uud uuvariiorte Bewegung doiiselben koii- 
atauton Wert haben muB, so muB T und dalior auch die 
Geschwindigkoit c des materiollon Punktoa fUr beide Be- 
wegungon gleich derselben Konstanten sein. Aus Glei- 
chung 224) folgt daher, daB: 

ein Grenzwert seia muB. Da ferner m iind o invariable 
Konstantci sind, so muB 

284) 


f 
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sein, also dio Ldngo fds des "Wegos voii oinem unver- 
anderliclioii Aiisgangspiiiikto zu oinoin unvorUndcrliclion End- 
punkte dor Bowegung oiii Gronzwerl soin, ohno dali dio zur 
Zurlicklognng dieses Wogea orfordorliche Zoit fttr die variicrte 
und unvariiorto Bewegnng gloich zu sein In-aueht. 

■Wolltou wir dagegen das l’vinzii> dov stalionilron Wir- 
knug auf dieson Fall anwcuden, so kdnntc, wio wir aakou, 
I'ttv dio vaviierte Beweguug die Gescliwindigkoit von Steilc 
7 ,u Stello ein wonig voi’scliiedon soin, mllUto abor so va- 
riioren, daB die gauze Uborgnngszoit von oinom fixou Aus- 
gangspunkt zu oinom fixen Eiidpunkto niolit variioron wlirdo 
und das Integral 202), also auoli (da V, ~ und m 

koDstant sind) das Integral Jo^di oin (Jronzwort wUrdc. 

^0 

V § 40. Versohiedene Falle, wo die Grenzglieder 
veraohwinden. 

Das Prin'/ip dcr WoiTiston Wirkutig UlBt aioli nooli 
mohr verallgerueinern, Wir iiahmon bishor m, daU dor 
Axisgaugspunkt und Endpunkt der Bahnon ailmiliolioY jna- 
teriellev PuukU nicht vaviiort, was wir don Fall A nenuon 
wollou. Das letzte GUed dor Gloic!\uug 223) vorschwindot 
ahei* aucU noch in vielou andoren FUllon. L Im folgouclou 
Palle, don wir don Fall B nennen wollon. tiowohl die va- 
riiorto als auch die unvariiorto Bowogung sollon poriodiscli 
sein, so daO bei oreteror nach oinor ondliclien Zoit i goiiaii 
dieselben Bowogungszustlindo, sowolil Positionon als aucli 
Geschwindigkeiten und Gesciiwindigkoitsrichtungcn, t'lirsilmt- 
licho materiello Punkto gloichzoitig wiGclorkohron. Dassolbo 
soil gclten, wonn nochinals die Zoit i vorlRuft und daun 
wieder uacb dor Zeit i u, a. f. Ftir dio variiorto Bowogung 
soli analogos gelten; jodoeb Idiim dio Zoitdmior oiner 
Poriode unondlicb wonig vorachiodon, z. B. gloiob i + Si aoin. 
Setzt man dann 

St^ ^ S 1 , 

60 gelten flir jeden Wert dos h infolge dor Periodizit&t 
der Bewegung die Gleichungen; 
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P\ = J‘\> <l\ = 9\. - P\ Oder p', + ,Jp\ = p\ + 

(labor: 

- Vv 

lis verse)* windea also im letzten Gliede dor Glcicliuug 223) 
zwar niclit die anf die obero und untcro Gvonze boziigliclien 
Gliedor separat abor sio worden fur boicle Greuacn gleicJi, 
so da6 das ganzo lotzto Glied der Gloichung 223) docli ver- 
schwindot. Wir sotzoii jotzt imuier sklcrouomc sklerojiom 
bostimmte Systomc voraus. 

•Eiu dritter Fall, wo dieses Glied verschwindet, ist dor 
folgendo, don wir don Fall G nennen. Wir bezeichnon mit 
Ijq die Stello dos Rauraea, wo sich irgend ein inaterieller 
Punkt des vSyatems fl\r dio imvariiorfco Bewogung zur Zoit 
befindet, mit die Stolle, wo or sieh fUr dieaelbe Be- 
wegung zur Zoit + di^ bofindet, mit JV^ dio Stelle, wo or 
sich bei der variiorten Bowegung zur Zeit Iq befindet Wir 
wollen forner dio Lago der Punkte des Systems durch 
gowohnliche rechtwinkligo Koordinaten bostimmon und 
es soieu: 

pn, pti+i 'And 

dio 2*echtwii*kligon Koordinaten dos oben beaprocbeneii 
materiollen Punktos. Dann sind dio Momonte gloich den 
mit der Masse m jnultiplizierten G each wincligkei ten; as 
sind also 

die Projektionen dor Geradon auf dio drei Koordinuton- 
achsen. Dagegon sind: 

()'p%i und d'p \.^2 

die Projektionen der Goraden auf die Koordinaten- 

achsen. Wenn also diese beiden Goraden aufeiuandor souk- 
recht stchen, so inuB, wio man sofort sicht, wenn man die 
Kosinusso der Winkel, welche jode der Goraden mit den 
Koordinaten achsen bildet, einfulirt 

' hi- \ b + ^ “k 1?^ A + d /,+2 0 


sern. 
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Ebonso wollon wir mitLp Mp h\ dio StoUcn bczoichnen^ 
wo sich clersolbe matoriolle Pnnkt 1, auf dev unvariiorton 
Bahn zu don Zeiten , 2. auf dersclboii Balm zwv Zeit 
+ 3. auf der variiGrten Balm xur Zeit he- 

flndet, Daim iafc 

d“ (7^+1 + Q\+2^P^h+2 — 0 

tlio Bediogungj daB mich die Goradeu Af^ und auf- 

einandor sonkrecht stehon. Wonn man dahor die Variation 
der Anfangslage und Endlage 80 ausflUirt, daC jodor Piinkt 
in der Ebeue vorschobon wird, welcho sonla’ocbt etolit, auf 
seiner augenblicklichon Bowegungsricbtung in dor unvariiorten 
Babn, was wir die ortbogonalo Greirzbostiminuug odor Groju- 
bostimmung K nonuen wollen, so vorschwindot das lotzto 
Gliod der Gleichnng 223) ebenfalls. Hiovboi isl liaUlrlicb uutev 
der Variation der Eudlago die Versclucbung von dor Stollo, 
wo sich dev materiello Puukt in dor uuvaviierton Bahn zur 
Zoii bofand, wolclio dio obero Grenze dos Intogralos 202) 
bildot; nach dorjenigon Stelle zu vorstehoii, wo or sich in 
dor variiorton Bahn zur Zeit bolindot, wolcho dio 

obero Gronzo des auf die variierto Balm bozughabonden 
Integrales 203) ist. 

Wenn das letzto Glioci der Gleicbung 223) vorschwinclot, 
so folgt aus dereolben 

ti u 

236) 2d /‘rdf = JiUUt. 

Wir wollen nun nicht, wie wir ea in den lotztou vier 
Paragraphon taten, voraussetzen , dafi dom Systetno boi dor 
Variation der Bowogimg koine Energio zugefhhrb wird. Wir 
woUeu vielmchv annehmen, die unvariiorte Bewegung go- 
Hchohe mit dor koustanteu Enorgie E, dio variiovte aher mit 
der cbenfalls konstanton, aber unendlich wonig davon ver- 
scbiedenen Enorgie E + d' E, so daB sich das orste Gliod 
der rechten Seite der Gleicbung 223) auf (fj --- QdE redu- 
ziert. Die Eraftfunktion V soil dio Zeit nicht explizit ontr 
halten. 
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Wenn wir dann <lio 6r56o 


ti 





ala (las Zoitmittel dor lobencligen Kraft ftir dio uuvariierto 
Bewegung wilhrond dor Zeit bezeichnen, so erhalton 

wir aua Gleicluing 223) jodesmal^ wonn das lotzte Glied 
diosov Gleichung verschwindet, also z. B. in jedcni dor 
Fftlle, welche wir zn Anfang diosos Paragrapheii die Falic 
Ay B und G gonannt habon, die Gleichung: 





woboi I don natUrlichon LogariUimus bezoiclmet Wir wollen 
dio Bodoutung diesor Formel durch zwei Beis])icle erlliutoni, 
deron erstcs wir in diesom Paragraph bringen, wahreiul wir 
das zweite dem folgenden Paragrapli vorbohalten. L Beijqjiel: 
Es soil fUr irgond ein Wertcgebict dor Integrationskonstanton 
dor Fall B ointroten d. In die Bowegiing soil eiuo pori- 
odischo sein, dio aich iiach dor Zoit e, deron Lhnge Funk- 
tion dor Integrationskonstanton soin kann, gonau wiodorholt. 

Dios trifTt zii, wenn das System ein oinzolner mate- 
riollor Punkt ist, dor uuter dem EinlluB einor dor Ent- 
forming vom Zentrum dirokt proportionaleu Anzieliung odor 
einor das Nowtoiischo Gravitationsgesotz befolgendon An- 
ziehung oinc Zoiitralbowegung macbt Iin lotzteron Falle 
jcdoch nur fUr dasjenige Wertegobiet dor Intogrations- 
Icoustautcn, wo dio Bahn ganz ini Endlichen liegt. 

Dio Integrationskonstanton soile/i anfangs bestimrato 
Werte haben, welche einer bestiinmten Anfangsbowegung 
ndt (ler Periodo 2 ^, und dor mittloron lobendigen Kraft 7], ent- 
spreoben. Dann soil dom Systemo oine kleine Energio- 
inenge d ' zugefllhrt worden, woboi auch die Fliichen- 
gescliwincligkeit eino boliebige davon unabhlingige Vei'ilnile- 
rung orfabron kann. Die mil chosen neuen Worten der 
integrationskonstanton statt/indeiulo Zeutralbowegung nonnen 
wir die zweite; ibr entsprecho die Periodo und die mittlore 
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lobendigG Kraft Hicrauf soli in gleiclior Weiao untor aber- 
maliger beliebiger unoudlich kleiiier Anderung dor Frachoii- 
goschwindigkeit oino zweito Enei*giomengo S Aj zugcfUhrt 
werden, welchc oino dritto Bewogungsart mit abormala voiUii- 
derten Werton der Intcgrationskonstanton zur Folgo liat. 
So f^hrt man fort, his man oino ins EndlicUe vorschiedonc 
ScliluBbewegung erhiilt, ilir welcho die betrcfFendon Werte 
den Index m bekommen sollen. 

Auf jodo Vorilndorung der Bewogung kann nmu dann 
(Uo Kormol 237) auwonden, wobei man immer gleicb 

dor Periodo i dor botrcflfendon Bowegiing sotzt Suminiort 
man alle in dioser Woiso der Reibc nacli fi\r die vor- 
scbiedonon Veranderungen dor Bowogung erhaltonon Gloi* 
chungORj 80 folglr 

Wenn sick die Werte cler Integra tionsicoustan ton in der 
gesckilderten Woise um Endliclios von ihreu Anfangswerton 
entfernt habon, uud dann in audorer Woiso scUliolilich 
wieder zu ihren Anfangswerton zurUckgokehrt sind, bo wollon 
wir di^ einou KreiaprozeB uounon. FUr oiucn solehen iai 
^0 ^ ht daher: 



NatUrlich ist aber in dieaem Fallo auch da 

man ja zur alten Bewegung zuriickgokehrt ist; dor dioselbe 
Energie innewolmt. 

^ § 41. Beispiel anit orthogonaler Variation. 

Eiu einziger matcriellor Puukt soil sich untor dom 
Einfluase von Krkften, die oine unverilnderlioho, die Zoit 
nioht explizit onthaltonde Kraftfunktion habon, })owogen. 
Wir gehen von der uuvariierten, mit der Energie statt- 
6ndenden Bewegung zu oiner unendlich wonig verscbiodonen 
mit der Energie stattfindenden Bewegung, dann 

zu einer mit der Energie 7?^ + statt- 


01.237.1 


ni. ^41. Orthogonalo Vaiiation. 


157 


findenden Boweguug Ubor, bis wir oudlich zu oinor um 
Eudliches vorschiedeuon Bewegung gelangen. Die Bewcgung 
soil aber jetzt nicht jedcsmal in eiiier gcsclilossenon Babn 
gosclicliPii. Es wird aucb jet/.t das lotzte Glied der Gloi- 
chung 223) v^orscliwindcn und dahcr die Gloicbung 237) 
gel ten, weiin ^vir iiir die erste Bewcgung die Grenzeii der 
Iiitegration boliebig walilen, aber fUr alio folgendon Bo- 
wegungou die Greuzen der Integration durch diejenigo 
Konstruktion bestimmon, wolche wir ortbogonale Grenz- 
bestimmung odor die Konstruktion K genanut haben d. li. 
als untere Grenze jedes folgonden Integrates soil die Zeit 
gewahlt werdon, wann der Punkt in der variiorten Balm 
die Ebene pasaiort, wolche sonkrecht zur augenblicklichen 
Bewogungsriolitung durch denjenigen Punkt der vovigen 
Babn goht, wo er aich daselhst zur Zeit bofancl, wolche 
damals untere Grenze des Integralea war. Durch die 
gloicho Konstruktion sollen sukzesaive die oberou Grenzen 
dor Zeit gofundon warden. Dann gilt wieder die Glci- 
chung 287). 

Wenn man jetzt abormals cinon KroisprozeU d«rol)]iluft, 
(1. h. von dor ursprbnglichcn Balm durch fortwilbrende 
Variationen zu einer ganz andoren Babn M^.N^ Uborgeht und 
dann wieder in eiuor andoren Weiae (auf oinem ancleren 
Wege) zur alien Balm niit den alien Integrations- 

konslanten zurUckkehrt, so niuC wieder soin, aber 

ft jt 

brauclit niebt gloich Null zu soin, da man durch fort- 

w^hrende Auwendung der Konstruktion K boi Rlickkebr 
zur selben Babn durchaus nicht immor auf dieser Babn 
auch zu demselben Ausgangspunkte uud Endpunkte der 
Integration, also zu densolben Gronzeu flir t zu gelangeu 
braucht, wonu man beim Uborgange von dor Babn 
zur Babn A\ zurlick nicht wioder dioselben Bahneii nur 
in umgekehrter Roihonfolge durohlaufen liat, wie beim Hin- 
gange von der Babn zur Balm sondern wenn 

der RUckweg Uber ganz andere Bahnen, als der Hinwog 
erfolgt ist. 

Wir wollen dies deutiichkoitshalber in oinom gauz 


I 
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.spez^iellen Fallc (lurch Figurou vorsinnliclien. Soi oine 
endUche Strecke der urapi lingliGhen Balm govaclG 

(Fig. d). Wir wUhleii die beidon Punkte A uiul B als In* 
tegration8grenzen. Wir wollen nilmlich immer kurz sagoii: 




Ein Punkt iat Integrationsgrenzo, woim die Zolt, zu weloher 
daa BowegHche den betrefifendon Punkt passiovt, Intogratioiia- 
grcnze dea Integrales 202) ist. Dio Variation dev Bahu 
bestebe anfangs darin, daB sich dieses gerado Stuck parallel 
zu sich solbst iramer mohr nach links verscliiobt, bis os in 
die Lage gelangt ist. Womi wir die Grenzen fort 

und fort orthogonal variieren, so kominen wir ondlich boi dor 
Balm zu den Punkten 0 und D als lutograiionsgronzen. 

Wilhrend dor weitorcu Variation soil nun die Balm 
sich immer inohr und mohr krllmmon, bis wir zur Balm 
gelangt sind. Sie soli aber dabei immor durch die 
beiden Punkte C undD gobon. Wenn wir dabor woitov ortho- 
gonal variioren, so horen die Punkte (7 und D wilhrend diesor 
zwoiton Periode der Variation nicht auf die Integrationsgronzon 
zu bleiben. Nun soli die Balm dea Bowegliclien wioder zur 
alten Form zurUckkehren, abor nicht auf dcmsolben Wege, 
auf welchem sie sich von A\ in jVg vorwandelte. Uiese 
weitere Art dor Variation ist in Fig. 7 (largestellt. Ks soil 
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(lie Bahn zunUclist uiigefalir gleieh gekrUmmt bloiben, oder 
ihre Krlimmuiig sogiir nodi etwas :?nwehmeiK Dabei soli 
sidi die Bahti abor immer mohr nadi rechts verechiebon 
(dritter VariationsprozeB). Dio Reilie dor i'ormen, wolcihc 
die Balm wiihrend des clritten Variationsprozesses durch- 
lauft, nennon wir knrz die Kurvenschar S. 

Wenn wir jotzt dio Grenzen orthogonal transformieren, 
so komracn wir flir dio Punkto, wolche dor obereu und 
unteren Gronzo des Tntegralea 223) entsprechen , auf die 
Punktescliar, dio dio beiden durch die Punkte C and D 
gehenden orthogonalen Trajektorieu zur Kurvenschar S 
bilden. Diese boiden Trajektorieu sollen dio Gerado jYp 
wolche dor ursprunglichen unvariierten Bahn angohfirt, in 
don boideu Punkten E und F troffon, welclio also die lute- 
grationsgrenzen darstellen, sobald die durch die Punkto F 
und F gehende Bahn von dem Boweglichcn errciolit ist. 
Von da augefaugen soil dio Bahn in folgender Woiso weiter 
variiert werden (viorter VariationsprozoB). lliro Krlimmung 
soil sich immor mohr verminderuj aie soil sich daher immer 
melir dor Goraden nllhern, dabei aber nicht auflioron, durch 
die beiden Punkte E und F zu gehen. Wenn wir immer 
orthogonal transformieren, so bloiben also jetzt E und F 
die Integratiousgronzon* Der viorto VariationsprozeB soil 
fortgesetzt werden, bis wieder dio altc Bairn jl/j erroicht 
ist und tlberliaupt wioder der gauze BowegungsprozeB der- 
selbc gewordeii ist, dor er bei dor ursprllnglicbon unvari- 
iorton Bewegung war. 

Wir haben also jotzt einon voUsUlncligon KroisprozeB 
durchlaufen. Dor Bewegungsprozol! wurde fort and fort 
variiert, bis er schlieBlioh geuau wieder der alte gewordeii 
ist. Die Balm ging von der Gestalt aus, transformiorte 
sich allmilhiich in die Gestalt und kehrte dann auf 

anderom Wege wieder in die iirspriingliclie Gestalt 

ft 

zurilck. Obwohl daher das Integral J TcU zum SchluB 

<0 

wieder genau Uber donsolben Bewogungszustand zii erstveckou 
ist, wie zu Anfang, so ist dock jetzt der Wert desselbeii 
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IIT. § 41. Ovthogonsvlc Vaviatlou. 
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oin ganz andorer, wei\ es zwisehen ganz aiuloren Grenzen 
zu orstrecken ist. Uraprlinglich waron niimlicli dio lute- 
grationagrenzon dio Zoiton, wiilirend welclior das ]3e\vegIicho 
dio Puiikte A und i? passierto. Jotzb sind cs dio Zoitcn^ 
wUhrond wdchor os die Punk to /'/ und passievt, wclche 
mit Tq und Tj bozoichnet ^vorden mogcn. Wonn wiv dab or 
durcb das Intogralzeichon jetzfc eine Sumino allor wiihroud 
des ganzen in Fig. 6 und 7 dargcstoUten Variationsprozesses 
ointrotendeu Zuwacliso bozeicimen , so folgt aus Gloi* 
chuug 237) 



■ 

(TiU 

2 

/ 

[ f 

) r 

J 

fo 




was ini allgemeinon koiueswogs gioich Null soin wivd. 

Urn die S^ize, welche wir in diesom und dem vorigcu 
Paragraphon bohandelt baben noch Nvoitor zu spozialisioren, 
kbnnen mr den schon im orsten Toile § 22 bobandoUon 
Fall oiner Zcntralbowogung bomitzen, welcho ein matoriollcr 
Punkb von der Masse m ausfLihrt, woiin or gegon oin festes 

Zontrum 0 mit dev Kraft ~ ~ gezogon wird. 

Hierbei ist r die Entfornung dos matoriellon Pimktos 
vom Anziehungszeiitruni, A und a sind Iconstant, Aus don 
dort entwiclcelten Pormelu fiudet man durch AuBfUliruug 
einigor Uboraus oinfachor Inlegrationen flir dio Zoit, ^Yolche 
das Beweglicho branch t, um vom Peril] el (Porizontrum) zuni 
Aphol (Apozentrum) zu gelangeu, don Betrag: 



Femer ergibt sicli das vom Perihel zAim Aphel orstvcckto 
Integral 



*) Niilieres Ubev die OuYchftthrung diosei' IntognitionoU) auf 
welcho icU Wov nicht woHev eingohen will, da os bloBo 'Obungaanf- 
gabeu %\x den elnfacheten S&tzen dor Integral rocbnung Bind, findot 
man Wlenev Sitzimgebov, Bd. '?«>, IT, Jaumiv 18T7. 
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in. § 41 . Orthogoualc Variafioii. 




Die Division diesor beiden Ausdrilcke liefeit: 
T^mhl 


3 a 

/ * 

a 2 A [/ 

a + /;» 
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Der geaainto ZuwacLs der Energio aber ist dE=()h. 
Es folgt also; 

239) ^ 



"5 

a 

/ k 

IH h 

.2 

' Tx \ 



P Ur a = 0 gcschioht die Zentralbewegung iiacli dein 
Newtonschen Gravitationsgesetzo. Dio Baltu ist, sobald 
sie ilberhaupt ganz^ iin Endlichen liegt, eine geschlosseno. 
Und 08 ist aucli ~ oin vollstandigos Differential. Ist da- 
gegon a von Null vorachicdeii , so sind die Babncu iui 

allgoinoiiiou niclit gescbloasen. Es ist dann aucb keiii 

T 

vollstUndigcs Dillereutial dor beiden als independent be- 
trachteten Variabeln h und k {dor durcli die Anfangsworte 
bostimintou Integrationslconstanton dor Bewogungsglciclmug). 
Dcnn cs ist allordings fCir orthogoualc Variation der Grenzen 

. /I A* 

imcli Formol 237): - = 

Anf. 

Alloiu weiin dio Balni imch beliebiger Variation dor 
Grt)Ben h und k wiodor diesolbo wi 2 *d, so wordo 22 die Gron/ien 
von J'Tdt boi lortwilbrendGr orthogoualor Variation koines- 

ISoAo 

wcgs dinselben und i/(/rdO^| bat eineu von Null ver- 

Anf, 

schiedeuGn Wort. 


BollzniaiiBi Meolinnlk IJ. 


J1 
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IV. § 42 . Analogon der zugeflihrton Wdrmo. [Gl. 239. 


IV. Analogiou mit physikalischen, besoiidors 
warmetheorotisclion Slitzon. 

y § 42* Analog^on der zugefiihrten Warme* 

Dio speziello EigentUmliclakoit der Gloichungen der 
Thermodyuamik ist dadurch bedingt, daB dor Zuwaoha der 
zugeflihrten Warrae kein vollstU-ndiger Difforontialausdruck 
iai Nun ist abor das Difforeutiale SE dor zugefQlirteu 
Energie immer eln ’voUst^ndiger Difforontialausdruck, so- 
lange wir^ wie in den Bcispielen des vorigeii Parngraphon, 
skleronome Systeme betrachton, Solange wir uns daher auf 
die Botracbtung solcber Systemo boschr'dnkon und das Dif- 
ferential der zugofUhrten Wilrme mit dem Zuwacliso SE 
der Qesamtenergie in Parallele stellon, ist also sclion in 
diesem wichtigsten Stilcke keino Analogic vorliandon. 

Bs hat aus diesom Grunde schon Clausius Systomo 
botraclitet, in denen Femkrfi-fto vorkommen, doron Wirkungs- 
gosetz sioh mit der Zeit kndert, so daB also an die Stollo 
gewisser, sonst in der Kraftfunktion V vorkommonder Kon- 
stanten, mit der Zeit sebr langsam vorUndorlioho Paramoter 
treten und das botrachtete mochanischo System rlioonoin ist. 

Wenn man eioh z* B. eineu oin warmes Gas absolilieCon- 
den Stempel unter dom Bilde kuBoror auf dio Gas- 
molektile wirkender abstofionder Nornuillcrlifto donkt, die 
boi groBer Aunaherung an die OborflUolio dos Stompols 
plStzlich onorm groBe 'Werto annohmon, so kaim man 
sich eiu langsames ZuvUckweichen des Stempols unter 
dom Bildo einor langsamen Anderung der Kraftfunktion 
dieser Ki*afte donken. Analog fingiert Clausius auoh 
ZentralbewGgiingon , bei donen das Wirkuiigsgosotz dor 
Zentralkraft mit der Zoit verandorliobe Poi’amotor outhillt 

Es tritt aber bei dieser Clausiusschen Vorstellung 
der Verbudorlichkoit des Wirkungsgesotzes dor NaturkrUfte 
cine RechnungBsclmierigkeit ein, Zur Kraftfunktion V 
dieser Krafte tritt immor cine additive willkUrlicbe Konstaiite 
hinzu, wolche wir dadurch bestimmt donkon kOnnen, daB fUr 
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eine bestimmte Lago samtlichor materieller Punkte des 
Systems (Nullniveau dos Potentiales) K 0 wird. PUr 
skleronomo Systemo ist ea vollkommen gleichgUltig, welche 
Lage man hiorftir wAblt. Andert aicli dagegen das Wirkungs- 
gesetz dor Kraft mit der Zeit, so andert sich aucb dio 
Arbeit, wclcbe die Uborfuhrung vou einer Nulllage in elue 
andcre erfordert. Der Absolutwert des V iindert sicb daher 
in verschiedener Weise, je nachdem die eine odor andere 
Nulllage gewHblt wird und um vollatSlndig bestimmt zu sein, 
muB man angeben, welche besondere Lago man als Null- 
lage wablt. 

Am bosten ist es da wohl immer diejonige Lage zu 
wahlen, wobei alle materiellen Punkte so weit voneinander 
und von alien iibrigen auf sie wirkenden Punk ten. entfernt 
Bind, da6 auf keinen derselben mehr cine bemerkbare 
Kraft wirkt. In physikaliscben Fallen wird dioso Walil dor 
Nulllage imraer mdglicb sein. Nur bei Kraftgesetzen, wolche 
durcb matliomatischo Abstraktion konstruiert sind, z. B. 
wenn dio Kraft, welchc zwisclieii zwei materiellen Punkten 
wirkt, der Entfernung derselben direkt proportional ange- 
nommen wird, kann clieso Wahl der Nulllage unmbglioh 
werden. 

Die Clausiussohe Anuabme, daS sich das Wirkungs- 
gesetz der zwischeu den materiellen Punkten tlitigen Krafte 
mit der Zeit verandert, gibt zwar eine vollstEndige Ana- 
logie mit den thermodynamisclicn Gleiclmngen; alleiu in der 
Natur bemerken wir nichts, was darauf hindeuten wUrde, 
daB das Wirkungsgesetz gewisser Natur krkfto mil der Zefl 
veranderlich ware. Ja es wUrde sogar die pliysikaliscbe 
Porachung tiborhaupt aufbdren, wonn wir nicht wliBton, ob 
die Naturgesetzo, welclie wir heute gefundou baben, auch 
noch fiir sp^tere Zeiton richtig soin werden. Es ist daher 
untcr dieser Clausiuaschon Annahrao die Energiobilanz 
eine llnBorst sehwankende, zu einer unzweidoutigen Defi- 
nition derselben kann man nur unter mehr oder minder 
willklirlichen Annahmen gclangon und es empfiehlt sich, die 
Annahmo der Verilnderlichkeit des Wirkungsgesetzes der 
KrUfte durch die Voraussetzung zu ersetzen, doB mit den 

n* 


164 


IV. § 45, Zykiischo Bowcgungoii. 
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» matolellen Punkta, walaho das bskacMete Sjslom bildes 
nook aodsre W moteriella Punkte in Wechselming sielLn 
D,e letstoren Punkte sollen ivUirend dei- nnymsierl.,, n? 
wgirag Yollsttnchg nnbeivoslioh sain; wUbvand der Vamta 
te Bewegung aber anSerorientliob langsan. ihren Or a ” 

Marn m„n MU ansi die oben emklmte Eecbn „ “ 
schwierigkeifc wieder fort. ■^'■"winungs- 

gesamte den n Punkten yuee 
fable Energie mil der sngeflltota Wbma in TmS, 

geaetel, .ondern die Arbeit, weloho die n Pnnkle i SS 
lUrer Beiregnng nnler dem Einflusse dor von don . Part 1 
aufaie ausgelibten Krafte gewinnen ontsnrinlit 
Kbper sngeftibrten kndernn W ^d SI f„ SigTr 

der uSebS““nstodl'?'‘'“''“' ““ «"*“ »>■> 

sreS!:irr”Sfn“'"“ 

Warmebewegimg wir uns \ Steinpels, deren 

Problems binSde" L kantn ut 

Pnnklen enteprLZ " !im ’■ » ““toriellen 

Zustande. “Tots S r" ‘ *» 
anderungea umkehrbai- aim) ^nge desson Zustands- 

iregon. aaHorordentliob tagsam) be- 

>'§43. Segrlff der sgkU.ob.„ nng d.n.u rerwandten 
iiewegfurjgen* 

B.weLS“S.S,erStr;iarX^^^^ 
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zuz.nsclireibeii, daB aie aich mGglichst zu eiueni treuen Ab- 
bilde (ler flir die Warmebewegung chnrakteristischen Kigen- 
schaften eignet. 

Die Aufgabc, eiiie kurzc, system atischc Zusnmmen- 
8 tel lung aller Grnndtypon mechanischer Systeine zu geben, 
welclie zu dicsein Behufe vcrwendot warden, wird da* 
durcU cvschwert, daft vide derselben einigo Merkmale mit 
audern doraelben gemein habon und die vorsebiodenen 
Autoren bald die cinen, bald die andern Merkmalo als die 
wosontlicbsten ansahon, wodurch auch die Torininologio eine 
sehwaukende wurde. In der bier versuchten Zusammen- 
slclhing wird es inir daher wedor gelungon soin Vollstlindig- 
keit noch grbCtnibgliche Uboraiobt in der Klassifiziorung zu 
erreichen und icli war auch gezwungon in der Terininologie 
bald von der des cinen, bald wiedcr von der dea andern 
Autors ein wonig abzuweicbon. 

Wenn wir die Grundanschauungon der mechaniseben 
Tbooi'io dor Wilrmc akzepticren, so bestebt oino dor hervor- 
steebondsten Eigensebaften dor Wurmeeuergio darin, daB in 
oinom wariiien KBr]>er zwar fortwHbrond die lebhaftoste Be- 
wegung der kloiustcn Teilchen stattfindot, daB wir aber trotz- 
dem in dein auBorlich sichtbaren und wabrnebrnbaren Zu- 
staude desselbon keine Verilndorung bemorken, wbbrend wir 
sonst, wenn oin KOrper sich bowogt, klar wahrnobraou, wie 
Bicb der Zustand dosselben init dor Zeit fortwHlirend andert, 

Diesel be Eigonsebaft linden wir auch auf auderen Qe- 
bieton der Pliysik. Aucb an einem rulionden olektrisclien 
Stromo von uuverUnderlichcr Intensitilt, in dcason Nacbbar- 
schaft sich ruhende Magncte odor Eisenmassen bofinden, 
selien wir aufler in dor treibenden Batterie nirgends die 
inindeste zeitliclie Vorkndorung und trotzdem erkl^rt 
Maxwell dio Eigensebaften dessclben durcb die Hypotbose, 
daB das Weson des elektrischen Slromes in einer beftigen 
Bewegung bestebe, deren Schauplatz teils das Innere des 
Stromleitors, teis auch der umgebende Atber ist. 

Wir mUsson uns also nach mochanischou Modellen um- 
soboD, deneu ahuliche Eigensebaften zukommen. Ein Bei- 
spiol oines solchen Modelles liefert ein starror, ruud um 
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IV. § 43. Zykliscbo ISowogvmgen, 
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seine Achse herum absolut aymmotriscliorRotalioDskbrper, der 
keine andero Bewegung macht, als oino rapido Drolmug urn 
dioae Achse. Ein andores Beiapiol Uofort ein ^vivbollo8er 
Strom einor absolut homogenoib inkomprossiboln relbunga- 
lo&eu Flassigkeit in oinom in sich solbst zuracklaufondcn 
Kanaie mit absolut starren Wtodeu, Wir bezoichuen dev- 
artigo Bewogungen als zyklischo. 

SpozioUe zyklische Systemo warden sclion frUhor molir- 
fach in dor Moohanik und Wilrmetheorie besondera von 
Rankine verwendet. Maxwell behandelte zuerst allgomeinc 
cykliache Systeme und vorwondete sie zur ErklUrung dor 
eloktromagnetiachen und eloktrodynamischou ErscUoinungen. 
Ibro Anwendung auf die WJlrmetbcorie in allgemoineror 
Form als es durch Rankine goscliah, die Woitorontwick- 
hng der schon von Maxwell aufgestelUon Gruudgloichungon 
filr dieselben, aowie auch die Grundzttgo der jetzt hbliclion 
Terminologie dafQr ist Helmholtz zu vordanken. 

Zyklische Systeme im streugsteu Siuuo (wir wollon sie 
im folgenden echte Zykeln nonnon) sind soloho, in doncn 
zwar beliebige Bewegungen stattfluden, jedocli so, daU, 
wenn irgend ein Massentoilchon eino Stelle des Eaumos 
verl^Bt, immer sofort ein voUkoinmon gleioh bGachaltonos an 
dessen Stollo tritt, welches die gleiclio gleicligorichtoto Go- 
sohwindigkeit bat, die auch das crstoro Toilchon an dieser 
Stelle des Rautnea hatte. Eiue Koordinate heifit oine ecbt 
zyklische, wenn das System eino solcho Bewegung ausfUbrt, 
sobald sich diese Koovdinato unter Konstantlialtung der 
ilbrigon Koorclinaten verS^udert. 

Die Molekularbewegungen, welobe nach dor mecba- 
nisohen Warmotheorie die W^rrae darstollon, sind nach 
den Voratellungen dieser Theorie keino strong zykliscbeu. 
Nur wegen der groBen Zahl der bewegten Molekble erreicht 
immer, sobald ein Molektil aus einem gowissen Bewogunge- 
zustande austritt, bald in der Naohbarsohaft ein andores 
JlolekUl eineu aebv ^Unlichon Bewegungszuatand, ao daB 
wir auBerlich koine Verandorung wahrnehmen. Desbalb 
hat man don Begriff der ocht zykliscbou Systemo er- 
weitort; das Gharakteristikum der ecbt zykliscben Systeme 
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besteht clarin, daB ibre samtUchon Kigenschaften nicht von 
(lem Absolutwerte der echt zyldischen Koordinaten, Bondern 
bloB von deren Anderungsgesclnvindigkeiten abb8.ngen. Der 
naob der Zeit nicbt dlffcronzierte Wert einer zyklisehen 
Koordinate kann daber weder im Auadrucko fiir die leben- 
dige Kraft, noch in den Auadriicken ftlr die auf das System 
wirkenden Kra,fte noch in den dio Bedingungen auadrlicken- 
den Fujiktionen vorkommen. In Verallgemeincrung des 
Begritfs der echt zykliscben Koordinaten wolleu wir aacb 
dem Vorgango Hertz’ jede boliebige Koordinate, deren nach 
der Zeit nicbt diflferonzierter Wert in alien dicsen Aus- 
driicken nicht vorkommt, als eine zyklische Koordinate 
schlecbtweg bezeichnen. 

Wonn in einem Systomc weder iunoro noch auBero 
Kritfte tktig sind, wie dies Hertz von alien Systemeu an- 
nimmt, so sind, falls auoh keine Bedingungsgloichungen. 
vorhanden sind, solbst die rcchtwiukligon Koordinaten 
zyklische. 

Eino gewisse Verwandteclmft mit den zykliscben 
Systemoa habon solcho Systeme, deren Bewegung eine 
perioclische ist, bei denen also nach Verlauf einor gewissen 
Zeit immer wieder geriaii diesolben BeweguugszustUnde in 
dersolben Reihenfolge wiedorkebren, und welche wir kurz 
periodisclie Systeme nonnen wollen. Dieselben konnen, wenn 
don periodisch bewegton Masson nur eine untergeordnete 
Rolle zufUllt, fast alio Eigenschafton der zykliscben haben, 
wenn sie sich z. R. nur dadurch von echt zykliscben unter- 
schoiden, daC sie rotierende Zalmrilder, bin- und hor- 
gehende Kolben oder sonstige oszillierond sich bewegende 
Massen enthalten. 

Helmholtz geht noch weitor und betrachtet Systeme, 
welche bloB der Bodingung unterworfen sind, daB nicht nur 
die Summe der kinetischen und potentiellen Energio, sondern 
jede dieser Energien fUr sich iramor koustant bleibt. Er 
nennt dieso Systeme isokinetischo. Einen noch allgemeineren 
BegrifT bildet Clausius, iudem er eine Bewegung, wobei 
niemals der Wort irgend einer der rechtwinkbgen Koordi- 
naten oder irgend einer dor Qeschwindigkeitskomponenten 
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oiiies materiolleu Punktos nach don KoordiTiatonriolituiigen 
aber alle Gronzen wUchst, wonn die Bowegung boliebig lung 
fortgesotzt wird, als oine stationiiro bezcichnet» wofQr ich 
abor lieber das Wort gobrauclion will. Wonn aufJor- 

clem noch die Bewegung zwar niclit in dom Sinno periodisch 
ist, daU nach Verlauf oiner endliclien Zeit alio Jimtoriellen 
Punkte gloichzeitig exakt zu ihror alton Lago, Goschwindig- 
keit und Geschwindiglcoitsrichtung zuracklcohron und daun 
wicder dio gleicho Bewegung von vorno boginnon, abor docli 
eine solche RcgelmaBigkoit in dor Bowegung liorraclit, du6 
das Zeitinittel der lebondigen Kraft, oiuor Gescliwindigkoits- 
kompononto, odor do9 Wortes irgeud oiiior reclitwinkligon 
Koordinato irgend eines niateriollon Punktes odor der go- 
samten Kraftfunktion V otc. jo oinor fostbostimmton Gronzo 
zueilt, wonn man dio Zeit, wiihrond wclohor dieses Mittol 
genommen wird, olino dio Bewegung zu variioren, in bo- 
liebigor Weiso iibor alle Grenzon waclison lilBt, so wollcn 
wir eine solche Bewegung oino mosisolic nonnen. 

§ 44, Spezielle Beispielo, 

Wir wollen, oho wir an die Ausflihrung dor J^oclinung 
gelien, das Gosagte durch oinigo Boispiolo erlliutorn. 

Das ers^e Beispiel ist das sclion mohrfach erwklnito, aus 
dor kinetisolien Thoorie dor Gase odor tropf baron Fltlssig- 
keiten. Das System wird gobildet durcli n nmtoriollo Punkto, 
dio sicli ganz wio nach den Anscliauungon dor meclianischon 
Warmetheorie die MolokUlo eines dem van dor Wnals- 
sclien Gesetze folgendon Gases odor oinor tropfbaron Fllls- 
sigkeit in einem zylindrischon GofhBe mit starron Wlindon 
bowegon, das obon durch oinon vollkommon diebton, roibungs- 
losen Stempol abgoschlossen ist Dio ErJibhung dor lobon- 
digen Kraft etwa durcli von auBon irgond wolior konimondo 
Molokularst5Bo korrespondiort der zur TomporaturorliBlumg 
verwendoten zugefuhrten W^rmo, wogegon die gogen dio 
zwischen den 7i matOricllen Punkten tUtigen InnonkrUfto go- 
loistete Arbeit der iniieron Arboit korrespondiort. Die 
$ Variabeln sind die zur Bestimmung dor Lago der n mato- 
riollon Punkte notwendigen GrbBen. 
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Dev Stempel bewegt sich immer nuv langsam, bo rlaii 
ftein Druck immor nalie gleicli dom Gegendrucke der mate- 
riellen Punkte iat, zwiaclien donou imniei* auch nabezu 
Gleichgc^vicht dor lebcndigon Kraft beotohen soil. Die 
g Vaviabclu beetimmen die Lage des Stempela. Die Arbeit 
der Kraft, welche der Stoinpel auf die matorielleu Punkto 
ausfibt, ist die iiuCere Arbeit. Sio ist gleich dor Arbeit, 
welclie dio von an Ben auf don Stempel wirkenden Krltftc 
Icisten. Dieses Syatem ist bei genttgend gi’oBer Zabl der 
Molektilo eiu unechtes Zykel, iaokinetisch, finit und mesiscli, 
doch nicht jioriodisoli. 

Zweiies Beispiel: ZentmlbewegungsmodelL Wir betrachton 
abnlicb, v/ie wir es schou am Schlussc dea Paragrapheu 4 1 
tatcD, die Zontralbewogung eines oinzigon matoriollen Punktes. 
Abor es sei Vorsorgo getro6fen, da6 sich wiihrend der Zen- 
tralbewegung die beiden Konstanten X und a langsam ver- 
^-ndern kounon, welcbo das Gosotz besUmmen, nach dem die 
Zeutralkraft wirkt. 

An Stolle der Clausiusschen Annahme oiner direkten 
Voranderlichkoit dor Naturgeaetze wollon wir nns die Ver- 
iladerlichkoit von I und a durcli gewbbulicUe mechaniacbe 
Hilfsmittcl bewirkt donken. Ilandolt os sich zunS^chst um 
die Zcntralbewegimg eines Planoten um die Sonne, so 
konnon wir uns etwa voretellon, daB von auCen steta Masson 
(Motcorstoine) in dio Sonne stUrzen^ so daB doren Masse und 
daher auch deren Anziohungskraft gogeu den Planeten init 
der Zoit wilchst. Wollto man einon goschloasonon ProzeB 
analog dom Carnotschon Kreisprozesso konstruieren, so 
miiBton z. B. zuorst Masson in die Sonno stUrzeii. ITierbei 
wUrcle iluBore Arbeit gowonnen, Daim mUBto dio leboudige 
Kraft dor Zentralbewegung, wolcher die Wkrmeenergie des 
warmen Kbrpers entspriclit, vermiudort werden. Danii 
miiBten dieselben Masseu wieder von der Sonne fort bis in 
unendlicho Eutferuung gobraclit werden. Hierbei ware 
wenigor Arbeit zu leisten als friiber beim Hineinstilrzon ge- 
wonnen wurde, da ja dor Planet jetzt entfernter ist und 
weniger Anziehung ausixbt, Endlich milBte ^Yieder die 
Energie der Dmlaufsbewegung des Planoten durch nine ent- 
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oines matericllen Punkto6 nach clou Koordinatonrichtnngen 
Uber atle Gronxen wilchst, wonn dio Boweguug boliobig lang 
fortgesotzt wircl, als oino 8tationaa*o bczeichnet, wofiir icii 
abcr liober das Wort „6nit" gebraucbou ^Yill. Wonn miCor- 
(lem noch die Bewogung zwai’ niclit in doni Siuno poriodisoh 
ist, (laB nacb Verlauf einor endliclion Zeit alio matoriollon 
Funkto gloichzGitig exakt zii ihrer alten Lago, Gesclnvindig- 
keit und Gescliwindigkoitsrichtung zurlickkobroii and claim 
wieder die gleiclic Bewegung von vorno boginnon, abor docli 
eino solclie RcgelmaBiglcoit in dor Bowegung liorrscht, claB 
das Zeitiuittel dor leboncligen Kraft, oinor Geschwindigkeits- 
komponeuto, odor dos Wertes irgoncl oiner rocilitwinkligon 
Koordinate irgcnd einos materiellen Puukteg odor dor go- 
samten Kraftfunktion V otc. jo oinor featbostimmton Gronze 
zueilt, wenn man dio Zoit, wHhrond welclior dieses Mittel 
genommen wird, ohno die Bowegung zu variioren, in bo- 
liebiger Woiso Ubor alio Grenzen wachson lllSt, so wollen 
wir oine solcbe Bewegung eino mesische uonncn. 

§ 44. Spezielle Beispiele. 

Wir wollen, ehe wir an dio Ausflllirung dor Roclnumg 
gehen, das Gesagte durch oinigo Boispiolo orlilutorn. 

Das ersio Beiapiel ist das sclion mtihrfaoh orwlllmto, aus 
der kinetischen Tbeorie der Gase odor tropf baron Kllissig- 
koiten. Das System wird gebildet (lurch n matoriollo Punkto, 
die sicb ganz wio nach den Anschauungon dor meclianisclion 
Warmetboorie die Moloklilo oines dem van dor Waals- 
sclion Gcsetze folgonden Gases odor einor tropf baron FUls- 
sigkeit in oinem zylindrischen GofUBo mit starron Wandon 
bewegen, das oben durch einen vollkoramen dioliten, roibungs- 
losen Stempel abgeschlosson ist Dio Erbbhung dor lobon- 
digen Kraft otwa durch von auBon irgond wolior konimondo 
MolekularstdBe korrespondiert dor zur Temp eraturorlib bung 
verwendeten zugofUhrton WS.rrae, wogogen die gogen die 
zwischen den n nmteriellon Punk ton tiitigen InuonkrUfto go- 
leisteto Arbeit der innerou Arbeit korrespondiert. Die 
5 Variaboln siud die zur Bestimmung der Luge dor n mato- 
riollen Piinkte notwendigen GrdBen. 
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Der Stempel bewcgt sich iramer nui* langsam, so daO 
sein Druck iinmor nalio gieich dom Gegeiulrucke der mate- 
riellen Punkte iat, zwischen doiion immor auch uahezu 
Gleichgewicht der lobendigeu Kraft beatohon soli. Die 
g Variabeln beatimmen die Lago dea Stempels. Dio Arbeit 
dor Kraft, welche der Stempel auf die matericlleii Punkte 
ausilbt, iat die auBere Arbeit Sie ist glcicb der Arbeit^ 
wolclio die vou auBoii auf den Stempel vrirkenden Krilfte 
leiston. Dieses System iat bei gonilgend groficr Zalil der 
Molokiile ein unecbles Zykel, isokinetisch, finit und mesisch, 
doch nicht periodiaob. 

Zweiies BcispieU ZeyiiralhewegungsmodelL Wir be track ten 
Hhnlioh, Tvie wir es acbou am Schlusso des Paragraplien 41 
taten, die Zentralbowegung einea einzigoa materiellenPunktcs. 
Aber es sei Voreorge gotroffeii, daB sich wabreud der Zoii- 
tralbewegimg die beiden Konstanten X und a langaam ver- 
ilndern konnen, wolebo daa Geaotz bestimmen, nach dem die 
Zeutralkraft wirkt. 

An Stelle der Clauaiusschon Annabnie eincr direkten 
Veriinderlichkoit der Naturgeaotzo wollen wir uns die Ver- 
llnderlichkoit von X und a durcb gowbbnlicho mechaniaclie 
Hilfsmittel bo wirkt denkeii. Handel t es sich zunkebst um 
die Zenti’alboweguug eines Planeton um die Sonne, ao 
konnen wir uua otwa voratollen, daB von auBou slots Masson 
(Meteorsteine) in die Sonne stllrzen, so daB deren Masse und 
(lalier aucli doron Anziehungskraft gogeii den Planeteu mit 
der Zoit w'acbst. Wollto man oinon goseblossenon ProzeB 
analog dom Carnotschon Kreisprozesso koustruiereu, so 
mUBten z. B. zuerat Massen in dio Sonne stUrzen. Hicrbei 
wUrdo iiuBere Arbeit gowonnen* Danu mUBto dio lebeudige 
Kraft dev Zentralbowegung, welcher dio W^rmeenergie des 
warmen Kdrpors entspricht, vermindert werden. Dana 
milBten diesolbon Masson wieder von der Sonne fort bia in 
unendliche Entfornung gobraebt worden. Hicrbei w^re 
weiiiger Arbeit zu leisten als frllhcr beim Hineinattirzen ge- 
wonnen wurde, da ja dor Planet jetzt entfernter ist und 
weniger Anziohung ausUbt. EnclHoh mllBte wieder die 
Energie der Umlaufabewegung des Planeton durcb eine ent- 
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spreohende Energiezufuhr auf den alien Stand gebraclit 
werdoD und wir nobmen an, daB Gestalt, Lago und Be- 
wegungsgeachwindigkeiten zum Schlusso wiodor dieselben 
wio zu Anfang des Prozoasos sind. Da bier die Balm stets 
eine goachloaaene iat, ao wbre bereita vollsitlnd^ge Analogie 
mit dom zwoilen Hauptsatze vorhandon. Wonii T die mittlere 
lebendige Kraft dea Planeten in seiner Umlaufabowegung 
und S Q die Enorgie iat, die man ihm boliufs ErhOhung dor 
lebondigen Kraft aeinor Umlaufabowegung wblirend einos 
unendlich kleinen Teilcs dea Prozeaaea zuflihren muB, ao ist 
nicht d Q, wobl aber S QjT oin vollatilndigos Differential, 
sobald die Masse dor Sonne stets so langsam zu- und ab- 
nimmt, daB die Zu- oder Abnahme wiibrend oines Planoten- 
umlaufs ala kloin und gleicbformig mit dor Zeit orfolgond 
betrachtet warden kann. Man kann dies durch AusfUhrung 
dor Rochnung im Detail yerifizieren, doch ist das Hinein- 
atttrzen von Maasen in die Sonne immerbin oin ftlr die 
Recbnung noch etwas unboqucraor Vorgang. 

Eino physilcalisch zwar otwas abstrakto, aber mochanisoh 
noch weit klarere Vorrichtung, welcho in grOBtor Allgemein- 
boit alle denkbaren Palle iUustricrt, iat die folgondo: eine 
sehr kleino vollkommen glatte Kugel von der Masse m bc- 
wego sich auf einer glatten horizontalon Ebono. Daran sei 
ein biegsamer maasenloserFadcn von unverflndorlichor Lbnge 
befeatigt, der durch oin Loch dor Ebene gobt, dann vcv* 
tikal herabhangt und am Endo einen massonloaon, in oiner 
vcrtikalen Rdbre reibungsloa beweglichon Magnotpol A trftgt. 
Vertikal unter diesem bofindo aich ein auDerordontlicb kurzer, 
uin cine horizontale Achse drehbarer Magnet, deaaon achr 
nabe Pole B und G heiBen aollen. 

Man kann nun dera Kligoloben m wflbrend dor Zentral- 
bowogung durch kleino StbBe langsam lebendige Kraft zu- 
fllhren (dies entspricht der W&rmozufuhr) und auoh den 
Magneton langsam drelien (ontsprechend dor Bewogung doe 
Stempels). So kann man den Zustand langsam variieron 
und auch wieder auf anderem Wege zum alien Bewogunga- 
zustande zurlickkeliren, indom man z. B. zuorst bei weniger 
lobhaftor Bewegnng dos Kttgelchens m don kurzen Magnet 
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drelit, flann lebcncligo Kraft zuflihrt, dann bei beftiger Be- 
\N'egung den kurzen Magnet langaam in die alto Lage zurllck- 
dreht und dann wieder gorado so viel lebendige Kraft entzieht* 
bis die lebendige Kraft don alten Wort erlangt hat imd dabei 
aucli dieBewegungsrichtung gorado so andert, daB schlieBlich 
wiedor diesolbo Balm bei glcicber Lage dos Magnets cintritt. 
Die Variabeln, wolclie die Position der Masao ?n in der Ebene 
bostimmen, sind die, wolebo wir frtiber die s Variabeln 
nannten, die ff Variabeln reduzieren aicb aiif cine einzige, 
ntolicli don Drehungswinkel des Magnets. 

Man kann in zwoifachor Weise bewirkon, daB die von 
auBen auf den Magnoten wirksame Kraft niebt wilbrencl der 
unvariierton Bewogung periodisch vorandorlicb, sondern nur, 
falls die Bowegnng variiert wjrd, laiigsam mit der Zeit ver- 
andorlicb zu soin brauebt: oratens wenn man annimmt, daB die 
Umlaufszcit dor Masse ??i sebr kurz und das Trllgbeitsmomont 
des Magneton bozUglicli seiner Drebungsaclisc enorm groB 
ist, so daB or wilbrencl der Wanderung der Masse vi vom 
Periliel bis zum Apliel nur eine vorschwindend kleine 
Dreliung maclit, zwoitons wenn man auf der borizontalen 
Ebone statt eiuor oinzigen unondlich vielo volllcommen gleich 
bosohaffene Masson m fingiert, welcbo alle mBglicben Phasen 
(lorselben Zentralbowegung gleiohzoitig haben, und sich, ohne 
sich gegenseitig zu storen, unabbUngig voneinandcr bewegen 
und alle vom Magnoten in gleichor Weise und dnreb Vermitt- 
lung dor gloichcn bescliriobonon Vorriebtungen afBziert 
werden. Dadurch kann man das System in ein isokiuctisebes 
im Sinne Helmholtz’ und ziigleioh aucb in ein edit zyk- 
liscbes verwandoln, wenn nbmlich alio diese Massen die 
ganzo Flbcbe, wolche sie bei dor Zentralbewegung im Ver- 
lauf der Zeit bestreicben, schon zu Anfang der Zeit in 
passonder Weise kontinuierlidi bedeckon. Dodi ist dann 
zur Bestimmung der Lage irgend eines der in ZontraL 
bewegung begriffonon Massentoiloben nebst don langsam ver^ 
anderlichen Koordinaten, wolche die Position des oder der 
Magneto bestimmen, koinoswegs dio Kenntnis einer einzigen 
zykliscbon Variabeln ausroichend, sondern os sind dazu uoch 
zwei Variabeln (zwei recbbwinkligo Koordinaten in der Ebene, 
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Oder die Balmlauge imd die lB0\Yoguiig8ric]itiuig in gegoboner 
Eutfornimg vom Kraftzentnuu) erfordorlicli. 

Will mart bewirken, dali die Zontvalbewogung jodor 
Masse nach dem Newtonschcn Gravitationsgcsotzo orfoigt, 
so darf man koiuen gew5linliclien Magneton anwondon, 
soiidern der Pol A muB von dem nlllioron Polo 13 mit oincr 
der orsteu Potenz der Knifenuing vorkohrt proportionaloii 
Kraft angezogon, von dom ontforutou Polo C abor mit omov 
gleichen Kraft abgeatoficn werdeiu Dann wird wiedor niclit 
wohl aber JQ/?’ oin vollstiindigos Difforontial soin. 
Hat man gleiclizoitig zwoi Magneto, von don on dor oino von 
der ebon goscblldorten BeschalTonhoit ist, der andoro abev 
iiacli demsolbou Gesotze wirkt, wie oin gowbliiiliclier Magnet, 
und von denon jeder uuabliilngig von dem aiidorn drolibar 
ist, so erhalt man eino Zontralbowoguiig, boi woleber die 
Zentralkraft das am Enclo dcs Paragraplion 41 orwlllmte 
Gosetz befolgt und dio beidou Konstautoii ?> uud a uuab- 
bllngig vonoinander langsam vorllndort wordoii kSnnen* 

Ea istdannauch S (3/ TkoinvollsUlndigos Differential und 
man sioht, dali niebt fUr alio isokiuetisebon und aiicli uiebt 
alio vein zyklischen Syateme SQjT oin voUsUlndiges Diffo- 
rential ist. BozUgHcti dor ausfUbrliclion Boroclmung aller 
Boispiele veraoise ich auf Wien. Sitz, Bor. II, 92, S« 863 
Okt 1885, Exn. Roj). d. Physik 22, S, 136. 

Diiltes BeispieL Eine Masso rotiort rascli mu oino Acbso 
und ihro Entferuung von dor Achso ist dor langsam vor- 
anderliche Parametor. Es iat dies oin lolirroiclics Boispiel 
fllr oin zyklisches System im weiteren Sinne nach dor Be- 
zeichniingsweise Hertz', wclchos kein echtes Zykel ist. Es 
sell KUrze halber im folgendcn immor als das ZentrifugaU 
niodell bozeiebuet wordon. Uber die schOne Analogic, wolcho 
diesc einfache mecliauischo Vorrichtung mit dom Carnot- 
schon Satze uud dom Vorbalten vollkommeuer Gase zeigt, 
vergl. moine Vorlesungon iiber Maxwells Thoorie dor Elok- 
trizitilt und clos Lichtes 1. Band, 2. Vorlosung. Im solbeu 
Buebo, 4. und G, Vorlesung, ist auch eine Vorrichtung be- 
schriebon, an welcher zwei voneinander uuabhilugigo zyk- 
Kscho Bewognngen mbglich sind. 
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Vicrics Bdspiel: Das Flnssigkeilsstrovimodell Eiue reibungs- 
lose, inkoittpressible FUlasigkoit strOmt wirbellos in cincm 
In sich ziu'Ucklaufenden Kannle. Die Gestalt des Kanalcs 
uiul aucli (lessen Quorschnitt au verscliiedeneu Stellen kann |j 

langfiani vorauderlicb sein, ohne dafi jcdoch der gesamte S 

Holilraum des Kanalcs variiert Dieses System ist ein | 

echtes Zykek 

§ 45. Es wird weder Periodizitat nooh zyklisoher 
Charakter der Bewegung vorausgesetzt. 

Wir wolleu nun zunllcliat die Rcclmung mSgliclist all- 
gemein durchfilhren. Wir denken uns n matcriolle Punkte 
(das Kilgelcheu m des Zontralbewegungsmodolls), doren 
Lage durcli s goneralisiorto Koordinaton bostimmt ist. 

Zwisclion deii lotzteren Icbnnen mbglicherweiso noch (t mit 
dor Zeit vollkommon unvorAnderlicbe Bodingungen bestehen, 
die also anch fUr alle variierten Bowogungen dieselben 
bleiben inllsson. 

Spilter werden wir annohmon, da(J die Bowegung dioser 
n matoriellcn Punkto eine zyklische Oder oine dumit ver- 
wandtc ist. Vorlftufig aber wollen wir sie noch ganz allge- 
moin lassen. 

Diese n Punkto bildcn das betrachteto mechanische 
System. AuBerdom aollen noch dreiorloi materielle Punkte 
wirksam sein. 

1. Mit don n materiollen Punkton sollon zunUchst 
aiidere [n) in Weeks el wirkung stehon, wolcho letztere ibre 
Lago im Raume immev imverllndert beibohaltcn und daher 
ohno BeeiutrUchtigung der Allgemeinheit auoh zu den 
n Punkten hinzugereclmot worden kounen. Rs kBnnte sich 
z. B. beim Zentralbowegungamodelle an der Stello, wo der 
Faden durcb das Loch geht, oino fixe unvortinderlicho 
Masse bofinden, wolcho eine boliebige Zontralkraft auf das 
Kiigelchen m ausbbt. Solcbe Masscu kiSnoten aucb andorswo 
in der Balmobeno dos Kllgelchon fix verteilt sein. 

2. AuCorclom sollen mit den n materiellen Punkten 
andere v in Wechselwirkung stehon, deron durch g genera- 
lisierte Koordinaton (die langsam vorilDderlicheu Variabein 
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Oder Parameter) bestiminto Lago mauches Mai ganz unver* 
andert, manches Mai wiedcr aufierordentlich langsain vor- 
Undorlich ist. Die p PunUto werden bozUglicli des betrach- 
teton Systems als auBore angesohen. Sie entsprecben clem 
Magnete des Zontralbewegungsmodolls. 

3. Es sind nocb andere(Af) inateriolle Punkto vorlmnden, 
welche bloB auf die v Punkte, also gar nicht aiif die n Punkte 
wirkon aollen und daher ganz auBerhalb dos betrachteton 
Systems stehen. Die Krafte, ^volche sie auf die orsteren 
Punkte auaQben, mtisson den Kr&fton, wolche die ?i Punkte 
auf die p Punkto ausUben, vollstUndig das Qloichgowiclit 
halten, solange die letzteren vollstandig ruhen, dor Zustand 
muB von dem des Gleicligowichtes selir wonig vorschiedon 
sein^ wenn sich die p Punkto langsam bewogon. Es sind 
dies am Zentralbewegungsmodelle die Krlifte^ wolche am 
Magneto den KrUften, die der Pol A auf ihn ausUbt, das 
Qleichgewioht halten mlissen. 

T sei die lebeadige Kraft dor n Punkto, F dio Kraft- 
funktion aller von ihrer Wechselwirkung unteroinauder uud 
der Wirkuug der n Punkte auf sio horstaniniondon Krllfte. 
Die Arbeit aller dieser Kr^^fte nennon wir die innore Arboit, 
die der Krafte, wolebe von den v Punkton auf dio 7i Punkte 
ausgoiibt werden (der huBeren Kra^ften), nennon wir dio 
auBore Arboit. Die Hufiere Kraft nach einor Koordinato 
der n Punkte, d. h. diejonige, welche vermftge dev Wochsel- 
wirkung der n und der v Punkte darauf wirkt, soli mit 
bezeichnet werden. Die zwischen don n unci den v Punkton 
wirkenden Krafte sollen eboufalls eine Kraftfunktion haben, 
welche mit Q bezeichnet werden soli; dagegon soli die Ge- 
samtkraftfunktion F+ £2 aller zwischen don n, n' und 
V Punkten wirkondon Krafte V heiBen. Sobald man os vor- 
ziebt von den p Punkten gar nicht zu sprocUen, ist die 
iiuBere Eiuwirkung auf dio n Punkte einfach durcli die 
Kriifte bestiinmt, welche die Kraftfunktion Q haben, die 
abor dann mit der Zeit langsam verhnderlicho Parameter 
enthalt. 

Es sollen sich zuerst die n materiellen Punkto boi un- 
verSlnderliclier Lage dor v Punkte wUhrend der Zeit ^ (q 
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bewegen, was wir als deren unvariierte Bowegung bazeichncn 
wollen, Die analog der Formel 236) berechneton Mittel- 
werte von V etc. wRhrend diesor Zeit sollen mit f, V etc. 
bezeichnet werden. 

Wir vergleiclien mit der unvariiorten Bowegung zunachst 
eine andere Bewegung , wolclie in unondlich wonig vor- 
acbiedener Weise geschioht, zur selbon Zeit wie die un- 
variierte Bowegung beginnt, und zu oiner von unendlicb 
wenig veracbiedcnen Zeit + S endot. 

Irgend oiuem Zustande A der unvai'iierton Bowegung, 
welcbor zu irgend oiner Zeit i stattfindot, korrespondiert 
immor derjeiiigo Zu stand B der variierten Bowegung, welcber 
zur solbeu Zoit I stattfindot. Im Zustando B soil die leben- 
dige Kraft T dor n Punkte nm ST gr56or sein als im Zu- 
stande A. 

Dio Worto der s Koordinaten stotlicher n Punkte 
werden obonfalls im Zustando B etwas andere sein als im 
Zustando A. Die durch diosen Umatand allein bewirkten 
Zuwacbso von Ff S2 und V bezeichnen wir mit S F, S £i 
und S K. Ist fernor 

240 ) 

die gesamto, nach einer Koordinato des Systems der 
n Punkte wirkende generalisierte Kraft, so ist also: 

241) SF+ Pj,Sp^. 

Ea ist also S V gonau die auoh im Vorhergehenden 
immer so bozeichnete GrOBe und stellt den Gesamtbetrag 
der dem Systeme der n Punkte zugefUhrten Energie dar, 
welcbor auf Arboitsleistung gogea alle auf die n Punkte 
wirkonden Krilfte vorweudet wird. Da ferner S T den Zu- 
wachs der lebendigen Kraft dioser Punkte darstellt, so mUBte 
den n Punkten irgendwie die Gesamtonergie 

242) bE=^ST^- SV^SJ^ + SQ^SJr,^^- dy£2 

zugoflihrt werden, urn den Zustand A des Systems in dea 
Zustand B UberzuftiLren, Dio Krkfte, weloho diese Energie 
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Zufuhr bewirken und auf welclie wii* jetijt alloin den 
Namen Zusatzkra.fte beBohriliiken woUen, sind ganz noue 
Kriifto, welche vou alien wllhrond dor unvariiorton Bewoguug 
wirkcndon vollig verschieden aind. Dieso lilnorgie fS IH stolleu 
wir mit dor cinem Korpor ziigefiihrton Wilrme 3 Q 'm 
Parallele, J^=: T + F dagogen, odor auch, wenn wir liober 
woUen, „ = T -h setzon wir mit der gosamtcn ninorcn 
Energie oines warmen Kbrpers^ der lobondigou Kraft der 
Molekularbowogung und der auf innere Arboitsleiatung ver- 
wendoten Warme in Parollele. 

§ 46. Das erweiterte System. 

Die Zuwilchse dor Kraftfunktionon Q und 7, welche 
daher rlibren, daB im Zustande B aucli dio q* materiellen 
Pnnkto etwas andere Lagen liabon als im Zustando A, sollen 
rail 5,. Q, und Sy Fbozoichnet werdon, so daB dor totalo Zuwaclia, 
den dio GrdBen V und £i boim Ubcrgang vom Zustande A 
in den Zu stand B orfabrcn, 

243) V^5V+^yV, n = 3Q + 3,. Si 
istj und dor Ausdruck 

244) 3Jr^^y^8TA-3V+3yV 

den totalon Zuwachs der Qesamteuevgio = T + V des 
crweiterton Systems der n + v Punkto darstollt. 

Man kann dahor sagen: Wonn dio DborfUlirung aus 
dem unvariierteu in don vai'iiorten Zustand gerado zur 
Zeit t stattfUndo, so daB gerado der Zustand A in don Zu- 
stand B UbergofUlirt wiirdo, so wttrde dom Systom dor 
n Punkte von don Zusatzkriifton dio Energie 3F, durch dio 
Kinwirkung der v Punkto die Enorgie ^ 3 Si zugoflihrt, so 
(laB seine innore Energie um 3J^ =: 3T+ 3F wilebst odor 
es wird von der ganzen, durch Zusatzkrilfto zugefUhrten 
Energie SB dor Teil S7' + 3F auf Vermehrung dor Eigen- 
onergio, dor Antcil 3 S3 aber auf kuBore Arboitsloistung ver- 
wondot 

S3 ist die Kraftfunktion der Wecbsolwirkiing der ?i und 
der V Punkte. Da es sich bier bloB um ein moobanisches 
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Bikl gciwisscr Naturersclieinuugon handelt, so hi es voll- 
kommen udllldirlioli, ^velche Punkte man dem betvaohtcten 
Systciiio /uziililt iiiul welclm man als auCoro anslelit Ks 
kaiiD in dcin Fade die einc, in dem andcreu wieder 

eino anclero Aiuilogio mil don Eigcnscluiften warmer Kbrpor 
besonders bervortroten. j\[an kaim daber aucb die v Puiikte 
noch zuni betraebteton Systemo reclmon, ao daB dann 

K=-. P+ 

dio potontiollo, unci 

T+ F- r-hP+ n 

die totalo Enorgie clcs geaamten botraebteton Systems ist. 
Dann ware wieder ifT+d^V init cler zugefllhrton Wllrme 
aber jetzt c^V / = mit der in Form vou ilu Borer Arbeit 
dem Syatonio zugofubrton Energic in Parallcle zu setzeii, 
— (iyQ dor auf iluCcre Arbeitsloistung aufgewcncletoii Wjlrmo, 
Wenn die Kvilfto, wolebe die Kraftfimktion £1 Imbem 
keinc gowShnliobon Fernkrclfle sind, soiulcrn dcu Wort Null 
haben, bei oinor gewissoii Eiitfornung dcr Puukto, zwiseben 
denen sie wirkeu, boi otwus grblloror odor kloiaerer Ent- 
fernung aber sol'ort ins Unendliclio unwachaon, so ist olino-* 
dies £1 konstant, daher 

<> £i + (I, £i= {) 

und es kommon bciclo AiilTassungeu auf dasselbe binaus. 
Bei clom Zontrifugalnioclell ist diosc Bediugung ohuo woitcrcs 
erflUlt; beim Bildo eiuos von einem Stompol abgGscblossonen 
Gases kann man Rich diesclbe jcdenfalls olme wesentbeho 
Modilikation dos Probloms orflillt donkon, da ja auch in 
diesem Italic nur ein vorscliwinclondcr Eiiergiebotrag auf 
Verilnderung dcr Kraftfunktion derjonigon Kriifto verwondot 
wivd, dio zwischon don GasmoIcklUon und denjoiiigen dos 
Steinpols tatig sind, also dio Variaiionen von £2 nicht in 
Betraoht kommon. 

Mit habon wir die Krilfto bozeichnot, welclie die 
V Punkto auf die n Punkte auslibon (dor Stompel auf das 
Gas). Gleiche und gloioh hezoiclmcto KrUfte liben fbr dea 
Fall dor Ruho dor Punkto dio JV Punkte auf die r Punkto 

n 0 It ?.ni n nil , Mi'Clmiilk II. 
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aus (die Hand oder bolastondc Gewiclito von dor AuBen^ 
soito auf einon Icicbt bowogliohen, das Gas ubscldieBendon 
Stempel)* Gleicho ontgegengesetzt bezoicluioto Krilfto Qbon 
die 71 auf die v odor die v auf dio iVPunlcto aus. Filr oine 
auBerordentlicb langsame Bowcgung dcr ^ Punkte, wobei 
der ganze ProzeB nahozu umkohrbar ausfallt (uinkchrbare 
Ausdehnung des Gases), gilt das obon Gosngto wonigstons 
mit aebr groBcr Annilhorung. 

Es ist daher -- dyV auoh dio Arboit, wolclio vormbgo 
dcr Bowegung der v Puukte gegon dio Krilfto goloistot wird, 
die von doin AT auf die 'i/Punkto ausgoilbt worden und be- 
v/iuken, daB letztore bei dor uuvariiorton Rowegung in Rulve 
bleibeu, bei der variiorton aber sich nur tiboraiis langsam 
bowegon. Lotziere KvAfto siud niimlich den Kviifton 
vollstandig gleich, 

§ 47. Anwendung des Prinzips der kleinsten Wirkung. 

Es bat nun S E, S T und rj V dioselbo Bodeutung wio 
in Pormel 223 § 36. V entbillt allordings auBor den Ko- 
ordinaten der n auch noch die der Punicto und dio dio letz- 
teren enthaltonden Ausdrlicko spiolon im Ausdrucko flir die 
Kraftfunktion der Puukte die Rollo langsam vorandor- 
licher Parameter, sobald die v Punkto sich langsam be- 
wegon; alloin dies geschieht niemals, solange dio Bewogung 
unvariiert bloibt. Wahrend der unvariiorten Rowegung ist 
daher V eino die Zeit nicht explizit enthaltondo Funktion 
der Koordinaten dor n materiolicn Punkto und das alloin 
ist zu Anfang des § 36 vorausgesetzt. Bio durcli uiiondlich 
kleine Bewegung der v Puukte ointrotondoii Wirkungon 
werden dort zu den ZusatzkrUfton gercclmot. Es gilt dalier 
bier wieder dio Gleichung 223), ukmUdr. 

ti 9 

2SfTdt=. fSEdt + ^.(>ilSpl-^^^Spl). 

^0 ^0 I 

Wir habon bisher die uiivariiezde Rowegung wkbrond 
der Zeit jf, — Iq und danoben ganz davon unabhilngig die 
variierte walirond dor Zeit botraebtet. 
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Wirwolleu uus jetzt mit der Betrachtung des Uberganges 
von dor oinen zur anderen beschjlftigon. Da ist es zimacbst 
volikommou gleichgultig, zu wBlchem odor zu'wolchen im Vev- 
lauf dor ganzon Zcit /j— liegonden Zeitinomenton die Zu- 
satzkrafte den nPunkteii Energio zugofUhrt habon. Dagogcn 
ist es iiicbt gleichgiiltig, ob die gesamto VeiTilckuug der 
2 /Pankte in eiuem cinzigen zwischen und liegendon 
Momonte geschah oder sicb aus mebreren Vcrrlickungeu 
zusammousotzte und wann im Verlauf der Zeit dieso 

cine resp. jode der Partialverrtickungen stattfand. Der 
Wert, don dor Zuwacha S E ^ Q d{T F) = S der 
Gesaintenergie dor nPunkto und obenso der Wert, don dor 
Zuwacbs d Jn, V ^ ST + S P + Jtot, = S T + P der ge- 
samten Icbondigen Kraft und Kraftfunktion dor n -h i^Punkte 
am Ende dor Bewegung, also zur Zoit + Sl^ hat, ist, 
wenn dio Gesamtvorachiebung der v Punkte dicselbe ist, 
naturlicbdavon unabliiingig, wann dieso Vorachiobungstattfand. 
Dagegen ist dio goaamte tiuBere Arbeit, soi os, daB wir die- 
aelbo als SQ odor als — definioreu, davon abbilngig, 
wann dio Veraebiebung der ^/Punkto atattfaud, ebenso die 
Energio ST+SVi wolche dio Zusatzkniftc den nPunkten 
wahrond dor Zeit im ganzon zuflihren mllsaen. Bonn 

letztero ist gloich S T -h P — S„ £i = d' T + S P + ^5* £i. 

Es aollcn nun spoziell dio v Punkto w^hrend dor ganzon 
Zeit — Iq dor Bowogimg aicli gloich forinig aua der Lage, 
die sie ftir die iinvariiorto Bewegung liuben, in die Lage 
biniiborbowogen, wolche sio ftir dio variierte Bowogimg 
baben, so daB sie orstoro Lage nocb zur Zeit liabon, 
lotztore aber gerado zur Zeit erroichen, Wtllircnd also 
die Bowogimg der nPuukto niit groBer Oder kleiner Ge- 
scliwindigkoit gescliohen kann, soilen sicb dio i/ Punkte un- 
eudlich langsam, abor vollkommen gleicbfdrmig bewegen, 
so cbiB sie wkbrend dor oiidlicliou Zeit — Iq nur aobr 
kloino Wege zurlicklegen, weshalb wir die iliren EinfluB 
ausdrlickondeu GroBoii die langsam voHindorlicbon Para- 
meter gonaunt baben. 

Bozeiclinon wir dann mit S,, Q die Arbeit, welcbe von 
den i/Punktcn gogen dio von dor Kraftfunktion £2 her- 

12 * 
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stammcndeii Krftfte goleistot werden inilBte, weim die ganzo 
Vei’Scfiicbuiig do.f I'Ptinkte im Zeitinoinonto t vor aicli giiigo, 
so ist die bei dcr jetzl betraclilelon alhniildiclieii Yor- 
scbieVniiig dev >>Punkto wiUivoud dev Zoit dl gelcistetcn 
Avheit gleicli 

'Tk - ■/„) ’ 

woboi Syil fiir die voraoliiedenen Pliasen dor Howcguiig 
vevsebieden, dalicr ei»o Fiiiiktion von I ist. Bio ganzo von 
den vPunkton gegen die dev Kvaftfunktion Q. eutataminon- 
den Krilfto wahrend dor Zoit gelcistoto Arboit ist 

also ini Fallo der allinftliiichcn Verscliiebung dor rPnnlcto 

2^5) j-'^j8,ildl. 

Wonn (laboi aucli passanclo ZusaUkrllftc wirkoii, wolclia 
initder Versclnobung dor ^Punkto zusaininon clio unvariiortc 
Bowegung in die variiorte Uborftiliron, so dal3 sich die 
matericllen Punkte zur Zoit iiocli in dor Weiso bewegten» 
welche dev nn'vaviievton Bowegnng zu diosor Zoit ontBjn'iobt, 
^^ogegeu aio sich zur Zoit + S gonau in dor Woiao l)c- 
wegen, welcho ihnen in dor variiorton Bowogung zur Zeit 
^ ()'l^ (dor dor Kndzeit dor iin variiorton Bowogung 
koiTGspondieronden Zoit) zukomnit, so milsson dio Znsatz- 
krafto don n inaloriellon Punlcten dio 15norgio 

24fi) ,)Q = ST+ <)'m, V--Lj8,Qdt = d'V)dt 

zufiiliron. Waiin wHhrond der Zoit nnd in wolclicr 

Weiso dio ZiisatzkrUfte wirkcji, ist liiorbei gloicliglUtig, so- 
baid nx^r dor Kft'okt dor ist, daB scblioBliclx gonau die 
vanierto Rewegung erzougt wurdo. Douu wonn dor ganzo 
Knorgiezuwaciis der Punkte und dio Gosanitvcrschiebiing 
der /^Punkto, also dadurch aiich die nacli auCon nbgcgobono 
Enorgio dieseibcn aind, so ist dadurcli die von don Zusntz- 
krKlften iiugeflthrte Energic beaiimmt, ') 

*) Falls (las System eiii edit zyklisclxcs ist, cl. h. falls in der 
iin variiorton Bowogung an dio Stolle jedcr Masse , dio iluon Plat?, 
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Nun ist abcr ST-\‘SV clieselbe GroOo, die in Formcl 
2'23 § 3G mit «? E bezeicbnet wurde mid man erlmlt daher 
aus Glcichung 246 

Ai s 

247) {I, - g rV Q - 2,)' jfdl - ^{7' Spl). 

h 1 

. § 48. Betyachtung pcriodischer Bewegungeu. 

Falls aowohl die unvariierte als auch die varilei'to 
Bewegung periodisch sind, Icann man sich die clroi iin 
vorigon Paragrapheii behaiideltoii Bowogungsarton, die uii- 
variiertft, die vaviievte und dou allmjlhlichen TJborgang 
YOU der oiiioii 'inv anclern leicht zeitlicli nacbeinaiider 
realisiert denken. Ist i die Periodo der unvariierteu, 
i + di die der vaviievteu Bewegung, so kann man setzon 
-I- ^ di, Alan kann sich dann zunUclist 

inelirere Afalo w^hrend der Zeit i die uiivariiorte Bo- 
wegnug Yov sich gohend, dann wahrond dev Zoit i (auch 
2ii Si) die ^^Pniikte laiigsam verseboben und auch die Zusatz- 
krllfte wirkend und ondlich inehrero Afalo wahroiid der Zeit 
i + di (ho vaviierto Bewegung ablaufend denkon. Mau 
denkt sich dann alle dieso Vorgauge nacboinander im Ver- 
laufe der Zeit sich abspielend und kann, wenn man will, 
die Untorscheidimg zwisohon zeitUchen Anderuugen und 
Variationon ganz fallen lasseii. 


verlKBt, sogleich oliie audorc gloich beachafironc, inlt oincr glclclion 
gleichgcriclitetcn GesohwindigkeU begabto Masse tritt, so daB die 
y IHinkto auf die leUtere genaii so wie auf die ersloro wirkun mid 
falls daeselhe aucli fUv dio vavuerto Bowegiiug stattfindet, so hat ^ 
filr ullo t den gloiclien Wert und die obigo Ponnel gilt auch, wenn 
die j'Pnnklc sich nichi gloichfdrmig ans dor unvariiorton in die 
VHiiiorte Lago bcwogoii, die auBoro Arbeit iet dann ganz davon un- 
abhlingig, waiin dio Verschiebung der vPunkto erfolgt* Dock wird 
iioch iinmer vorauagesetzt, duB die Gosamtboweguug dor i' Punkte 
wahrend dor Zeit ^ ^ aehr klein ist. Selbdt wetm sio riiokwoiso 

orfolgt^ so darf immor nach ondlichor Zeit wiodor oin nur unondlich 
kloinor Ruck geschcheii. Untcr dioser Bedingung kann man dann 
die GidBon, welcho clou Einfluli dor v Punkte auadrUcken, uoch immev 
ala die langsam voiflndcrlicbeu Parameter botraebteu, 
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In dioaem Falle, <laB aowolil die unvariierte Rewegung 
als auch die variierte pcriodisoh sind, wordcn aucli, wio 
wir geaehon haben, die 'Variationon an beiden Grenzen gleich 
und 03 ist; 

/o 

(laber 

248) == 2^1 = d-/ (i 7’)2, 

^ T i T 

wobei I den natiirlicben Logarithrnus be;{cichnet. Nun 
heiTScht eine nnhezu vollstfindige Analogie niit dcm zwoiten 
Hauptsatze. 

Man geho zii immor anderen iind anderon variierton 
Bahnen Ubor^ wobei aucb die ^^Puiikto inirtier andero und 
andere Lagen annebmen> sich aber unendlich langsam gegen- 
Uber den nPunkten hewegen odor hoi zyklischor Boweguug 
dcr nPunkte vielloicht aucU immev nach einer oudlicliou 
Zeit einen unendlicU kloinen Ruck machon sollon, In diesev 
Weiee vaviiere man die Bcwegung forUiVhrend^ bis man 
endliche Ander ungen allev GrbBcn evhillt, und duvchlaufe 
achlioBUch einen \ollslftndigon KveispvozoB, d. h. man kehve 
endlicb wioder zuv aelbon Bewogung der nPunktc, vorbundon 
mit gleicher Lago der i>Punkte, zurbck, ohno daB man 
jedocb genau dieselben Bewegungen dor und Lagen 
der j/Pimkte einfacb in nmgekebrtor Heihcnfolge wiedei- 
kehron liefi. 

Dann wird die Summo aller bierbei durcli die Zusatz- 
krJlfte den n Punkten zugeflilirten Energio, welclio wir ein- 
fach mit f 8 Q bezoichnen wollon, flir alio dieso Variationen 
der Ziietande im allgcmeinon nicht versclnvindcn, obwohl 
man zuni SchluB wieder zum Anfangszustancle zurllckgekelirt 
ist. Uagogen wird 



immer gleich Null sein, Dean 8QlT ist nach 248) der 
Zuwachs von l[iTf, ist also die Difl'eronz dor Wevte 
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von ^(t im Anfaugs- und Endzustande. Da im betrachteten 
Falle aber der Anfangs- nnd Endzustand identisch sind, so 
muB diese Differoiiz Null sein. 

Wonn man z. B., was wir den ProzeB A uennen wollen, 
zuerst dio if Puukto verschiebt, dann die Bewegung der 
n Punkte besclilcunigt, daiin die v Punkte wieder in ihre 
altc Lage brlngt nnd schlieBlich den n Punkten wiedor so 
viel Euergie cntzieht und auch ibre Geschwindigkeits- 
riclitungen gerade so andort, daB ibre Bowegung genau 
wieder die alto wird, so wird fSQ/T imtner vorschwinden. 
Dagegen wird / d' Q im allgemeinon nicht Null sein. 
Letzterer Ausdruck wird natlirlich von gloichem Absolut- 
werte, aber entgegongesetzt bezcichnet sein, wenn man irgend 
einc Reihe von Bewcgungszustknden der n und Lago dor 
r Punkte gerade in der ontgegengeaetzten Weise durchltoft. 
(ProzeB B.) 

Dem Prozesso A entspricht der folgende Vorgang: man 
UiBt cin Gas sick zuerst ausdehnen, dann erwarint man 
driiokt es dann bei der hoheren Tomperatur auf das alte 
Volumen zusammen und kiiblt os schlieBlich wieder ab, bis 
03 den alten Zustaud angcnoinmcu hatj alles in umkelirbarer 
Weise. Die direkto Umkelir eincs solcben Vorganges ent- 
ftpricht dann dem Prozesse B, 

Die von uns betrachteten Systome untersclieideu sich 
iiisofern von warmou Korpern, als ihr Zustaud duroli ihre 
Energie uud die Lago der v Punkte (die auCere Urngobung) 
noch keiueswegs bestimmt ist. So kauu sich z. B. der 
materiello Punkt m des Beispiels 2 dcs § 44 bei gleicher 
Energie und gleicher lluBerer Uingebung im Kreise oder 
in einer ellipsennrtigen Balm etc. bewegen. 



(die Entropie) =^2l(tT) istundjedo Funktion 


derselben mit dem iutegrierenden Faktor multipliziert wieder 
integrierender Faktor soin mu 6, so ist auch z integrierender 
Faktor von ci Q. Da ^ die Zeit ist, innerhalb welcber eiu 
Teilclion einen ganzen Uralauf macht, so ist 1 /i dio (ganz 
Oder echt oder uneclit gebrocbeiie) Zahl der zyklischen 
Unililufe in dor Zeiteiuheit. 
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Uiitei- einor periotlischcn Bewegung vorstandeii wir in 
(licsem Paragraplieii solbstvorstiincllicli eijio solcho , hei 
wolchor iiach Ablauf der Periodo diosolbon Werte der 
rechtwinkligon Koordinaten allor materiel Ion Punkto winder^ 
keliren. Walirond, wie wir aahoii, poriodisclm Bcwogiingon 
die vollkominenste Aiialogie mit dom zweiton Hauptsatze 
iseigen, so gibt nns die am Scbliisso dcs g 41 tiiid in g 44 
als Bcispiol 2 beliandolto Zcnlvulbowogung lu oinov nngc- 
8 chlos 3 onen Balm oiu Boispiol eiuor uiclit periodischen lie- 
wegung von folgendoTi lOigonscliaftout sio iat soual dci\ in 
diesoiu ParagrapliGii Ijoliandolton sohr illinlicli und kauu 
sogar diirch Betraclitung unondlicli vioior in dor gloichoii 
Kbene bewegtor ilassonpunkto in eino edit zykliaclio (allor^ 
dings nicht inonozykiischo) vorwaudoU wordon; docli vor- 
soliwindet fUr diesolbc schon boi dxor Lago dor v Punkto 
(der Magneto, von donen dio Worto von A und a abhilngon), 
dalier um so melu* boi variiorondor Lago dor v Punkto, 
JbQjT Viber einen vollstftndigon Kreisprozoli orstreckt 
nicht, ja 5 (J hat ttborhaupt koino integi'ievondo Faktoren. 

Nur durch die Antiahmo dos gloicir/oitigon Vorlmndoii- 
seins sobr vieler Syatomo mit allon nibgliohon Flachon- 
geschwiudigkeitcn, untor deuen dio Zustlludc nach don 
Gosetzen der Wahracheinlicbkoitsreclmung vortoilt sind, Icann 
in diesom Fallo dio Analogic jnit dom zwoiten Hauptsatzo 
dor Warmolebro wiederhorgestellt wordon. 

Duixh die glciche Aunahmo wird anch dor olion or- 
wilbnte Maiigol an Analogic zwischon warmon Kor|mrn und 
dem von uns jetzt botrachteton Systemo von n maloriollen 
Punkten boscitigt, daB dor Zustand der orstcron zur vollon 
Bostimmtheit auBor dor Angabo dor ituBoron Umstkndo nur 
der doB Wertos oiner Variabeln (dor Tomporatur) bedarf, 
wfthrend auf die Bewegung dor boirachtoton Systomo nebst 
der Lage der v Punkte und dom Euergioinhalto nocli andorc 
die Anfangsbewegung der w Punkto bostiramoude lutogrationa- 
konstanten ihror Bewegungsgleichungen von EinfluB soin 
kSiinen. Hiorauf soil jodoch hior nicht nillior oingogangen 
werden. 
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§ 40. Theorie der Zykeln. 

I Wir gehen nun speziell zur Eutwicldung einigei* Lehr- 
satze aus der Theorie der Zykelii Ubcr. Wir vurstohon, 
wie schon erwUhnt, unter zykiischen Koordiiiaten soblecht- 
weg solcbe, welcbe undill'erenzicrt weder im Ausdrucke fi'ir 
lebeudige Kv^ft nocb aucU iu dem fiir die wirkendeu Kriirtc 
oclev otwa vorliaudciien Bedingungsglcicbungou vorkoniinen. 
Wie cbenfalls bereits erwiilint, sincl, falls keiiic Krlifte 
im gewohnlicliou Sirine der Mechanik and keine die Be- 
weguogafreiheit beschra.nkenden Bodiiiguugen existieron, auch 
die rocbtwinkligen Koordiiiaten zykliscbc. Alleiii sie dofi- 
niereu koine finite, d. h. keiiie Bewegung, bei woleber fl\r 
beliobige Zoiten die rechtwinkligen Koordiiiaten nnd ilire 
Bift'ovontialquotiontcn nach dev Zeit zwischon end lichen 
Grenzen eingeschlosaen aind. Dagegen iat die Variable, 
welclie die Winkelstellung dca im § 44 ala Beispiid 3 
bcscliriebouen Zcntrifugalniodella definiert, ohie zykliscUe 
KoordiuHto im orweitorten Hertzscben Sinno, welcbe, 
obwohl aio sclbat mit wachsendcr Zoit ins Uneudliche 
wacbsen kanii, doch unter alien Umatilndon cine finite Be- 
wGgang bestimmt. 

Eino Gcht zyklisebo Koovdinate dagegen ist eine solcbe, 
welcbe eine edit zykliache Bewegung bestimmt, d. b. wenn 
sie unter Koiistantluiltung aller anderen Koordimiteu vor- 
llnderlich ist, so muB an die Stellc jeder Masse, welcbe 
ihren Ort iiii Jlaumo verlaflt, sogleicli wiodor eine andere 
vollkoinmon glcicb bescluilfeno mit der gleiclieu Goschwindig- 
keit in gleiclier Riebtung bewegte Masse troton, worin das 
Merkmai der edit zyklischcn Bowegung besteht. 

Es soi oiu System gegebon, welches folgonde Bodingungen 
erfbllt: 1, unter don Variaboln^ wcldie die Position seiner 
matoriellon Punkto bestiminon, seien zyklisdio. 2. Gegen- 
Wbev don Andorungsgcscbwindigkoiten dor zyklischen Variabeln 
(den zyklischen Gescliwiiidigkeiton) soion die Biffcrentiah 
quotionten nach der Zeit (Anderuiigsgcschwindigkeiton) der 
Qhrigeii Variabeln, weldic zur Beatimmung dieser Position 
auberdeni iioch erforderlich sind, sehr kleiu; diese letzteren 
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Variabeln heiCen deslialb die langsam Voranderlic)^G^l oder 
die Parameter; endlioh 3. soion die zyklischon Bosddeu* 
nigiiDgen ebeufalls aehv kleiu gegenUber dou zyklischoii 
Gcschwindigkeiton, d. h, die Anderungen der zyklischon 
Gesclnvindigkeiten, wclche innerlialb von Zoiti'ilinnon oin- 
treton, walirond denen sich die Abaolutworte dor zykllschen 
Koordinaten schon sehr bodeutond vorilndorfc Imbon, seleu 
noch immor sehr klein* Dann nonnen wir das System oin 
zyklisches System oder nocli kllrzor ein Zykol. 

Ist soino Bewegung zudom oino finite, so neiinen wir 
es ein linitea Zykol. Sind die zylcHsclion Variabeln lauter 
edit zyklisclie, so nennon wir os ein echtos Zykol Ist nur 
eine unabhangige zyklisclie Variable vorlmndon, so boiBt 
das System ein Monozykel; sind doren zwoi, so hoiCt os 
ein Bizykol; sonst im allgemeinon ein Polyzykol; wenn n 
nnabhU^ngige zyklische Varialielu vorhandon sind, oin «-ZykoL 

An dora jluCerlich wabrnohmbaren Znstando oines ochten 
Zykols iat also, solangc die Parameter konstant bloiben, 
trotz der lebhaften Bewegung innorbalb dossolbon keine 
Veranderung bemerkbar. Ea zeigt aioli cUoa a\i warmen 
Kbrporn, an Drlibton, die von konstanton oloktrisclion 
Strfimea durchflosson sind, abor aucli an oinem absolut 
symmetriachon, urn acme Acbse rotierondon Kreisol odev oinor 
vollkommon bomogenon, in oinor in sicli zurllcklaufenden 
RShre strfimeuden Flilssigkoit, Wonn dagogon die zyklisdion 
Geschwindigkeiten und die Parameter sich langsam ilndern, 
so entspricht dies einom Gaso, welches langsam orwitrmt 
oder umkehrbar ansgodelint odor komprimiort wird. Ein 
anderes Boispiel ist dio langsamo IntonsitlltsUnderung oder 
mechonische OrtsverUnderung oines von oinom oloktrisohen 
Stromo durchflossenen Drahtes, odor dio langsamo Be- 
wegung oder Deformation oines rotierondeii Kdrpers odor 
eines von ponderabler FlUssigkeit durclistrdmton Kanales. 

Man kaan dio in don §§ 46 — 47 ontwickelten all 
gomeinen Forinoln aiif Zykoin anwonden, dabei abor maiicbe 
Vereinfachungen anbringen. Das Zykel soil wioder aus 
n materiollen Punkton bestehen, deron .Lage also toils dtirch 
zykiisohe, teils durch langsam veriinderliche Koordinaton 
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bestimmt ist. Erstero wollon wir mit letztere mit bo- 
zeichnen, Zwischen ihnon solloii kcineBodingungsgleicbungen 
mebr bestchen, Diese n matoriellen Punktc eiitsprecheu 
deiijenigei3> welche wir auch in den §§ 45—47 die n mate- 
riellen Piinkto nannteu. 

Da die niclit undifferenziert in dem Ausdrunko (Wr 
7Workonimcn, so sind die nach den zykli^chen Koorclinnteu 
wirkendcii Krlifte (die zykliscbon KrMte) 


249) 

\Yobei 




dq^ 
dt ' 


260 ) 

Die Kiilfte entspreeben den Zusatzkr^lften der §§ 46 — 47; 
die durcli sie dem Zykel zugefQhrte Energie soli die zykiiscli 
zugeflihvte beiBen; sie eutspriebt der zugefUbrten W^rme. 

Da forner die Glieder, wolchc zwoito Ableitungeu 
oder nacli der Zeit ontbalten Oder welche bezliglicb der 
von der 1. oder gar 2, Ordnung sind, als verschwindend 
angeseben werdon gegouUbcr denjenigon, welcho bloB und 
p\ entbalten, so sind die nach don Parametern wirken- 
den Krafte 


261) 




d T 
dPa 


Da T eino bomogeno quadratisebo Funktion der p\ ist, so 
kCunen alio p\ und konstant, daher p^^p^^Q soin, 
weim alle P^ vorschwinden, Dagegen mUssen, wenn dies 
stattfinden soli, dio im allgomcineii von Null vorsebiedone 
Worto haben. Wir untersebeidon nun verschiedeno Klassen 
von nach don Parametern p^ wirkenden Kriiften, Diosolben 
kbnnen toils von dor Weehselwirkung der n Punkte bor- 
stammen, toils auch von dor Wirkung auderer materieller 
Punkte, wolebo den n Punkten dor §§ 46 — 47 entsprechen 
und wie dieso oin fUr allemal fix im Raume sein und die 
fixen materiellen Punkte heifien sollen. Sie konnen Ubrigens 
bier wie dort auch den n materiellen Punkten zugerechnet 
werdon. Diese, toils von der Weehselwirkung dor n Punkte, 
teils von der Einwirkung etwa vorhandenor fixer materieller 
Punkte auf sie herrtihreudon Kriifte, welcho wir alio als 
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innere Krafte bozoicluion, sollon jeclonffllls oine skloroiiome 
Kraftfnnktion liaben, wololiG wir wiodor mit F bezeichnon. 
Dor gesamle au8 diosor Uvaacho hev^tainmonde Antoil von 

P ist also — 

« d Pa 

Dazu inUsseu, damit die koii.stant bloiboii, im all- 
gemeineii nocli weitovo KrJlfte hiir/ulcoiTiinoii, wclche wir 
mit !)e'/cichnen imd dio ^uBerii nac.h don Pavamotcnv 
wirkonden Kriifte nonnen. Dio inatorielloii Pnnkto, von 
denon sie aiisgobon, entsprcclien den v niatoriollon Pnnkten 
der %% 45—47 und sollou aucli wiodor die v matoriollcu 
Pinikto heiBen* Sic warden fOr das botraclitotc System nls 
iluCere angosobori. 

Wonu oxakt p'^ = p\^=^0 ist, also die zyklischo Bo- 
wegnng vollkommon stationiir ist, so bloibt anch die Lage 
dor V Punkte vollstilndig unverftndort und muB oino aolcliQ 
soil), daB exalct 


262) 






d T 
d Pa 


ist. Dios entspricht clem, was wir in §§ 46 — 47 die un- 
variiorto Bewegung gonannt haben. Sotzen wir hior in der 
Tlieorie der Zykolu wiedcr 

253) T+F^F, 

wobei dio Buclistaben U und E diesolbc Bedoutung wio in 
§§ 45—47, abor cine etwas andoro als in den Ubrigon Ab- 
sclmittoD dicsos Buches Imben, so kbnnen wir dio Gloi- 
(duingen 249) uiul 262) aucli so schroibou: 


254) 




dll 

dpa' 



dll 

0 p't. ’ 


Wenn dio laiigsam verllnderiiclion Parameter und dio 
Werte dery^, sicb selir langsain vorilndern sollon, so mllsson 
die ein wenig von dcu duveh dio obigou GloicKungcu go- 
gebenon Werten und die oin wenig von Null versohioden 
sein. Dicse letztoron Kriifte ontspreclien daun denjonigon, 
welcbe wir in §§ 45 bis 47 dio ZusaUkrUfto gouannt liabeu 
und sollon auch liier wieclor didseii Namen boibolialton. Dio 
von ibnen zugeftlhrtc Energie, diozyklisch zngefabrtoEnergio, 
entspricht in dor Wilrmetlieorio der zugofUhrfcon Wllrrao. 


Gl 2540 
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Die langaame Vcrandorung, welchc die zyklisclie Be- 
weguiig durch die Z\\8atzkrafte so\Yie vennogo des Uwstandes 
orftiiirt, clall die von den r Pnnkten ausgchendcn Krilfto nicht 
gcnnn die durch dio Gleiclmng 262) bestimniten Werte 
Imben, cntspricbt deni, waawii* in den §§46 — 47 die Variation 
der Bowegung gonannt haben; jedocli ist os gcgcuwilrtig 
nicht noUvondig, die durch die langsamo J bowegung dor 
V Piinkte und die Wirkaamkeit der Zusatzkrilfto ciutretende 
alimillilicho Andorung der stationilreii Jtyklisclicii Bowegung 
als oiu Problem dor Variationsrcchiiung aufzufasseii und die 
dabei ointretondon Zinvaclisc durch Verwendung dcs 
Zeicbens ci besonders hervorzuhehon. Mau kann vielmebr 
diosc admaliUcbe Zwstandsilnderving als eine gowolmlichc 
untcr dom der Zusatzkrafto und der Lageiulnderung 

der V Punkle im Verlaufe der Zeit slattfindondo Bowegung 
auffassen. ICs liegt dies besonders naho bei don echten 
Zykoln, boi denon die nuvaniertc Bewegung gar koine siclit- 
bare Zustandsancleruug darstcllt, so dall orst bci deren laag- 
saincr Variation wahrnolnnbaro zeitlicho Voifinderungen auf- 
treten. 

Dio Worto von 'I\ V etc. fUr einen boliebigon Zoit- 
niomont dor unvariicrten Bewegung fallen fUr Zykein mit 
den Mittolwerton T, V etc. dorselben Grbfieu ftU* die un- 
variiertc Bowegung y.nsainmon. lis iat gleichgliltig , in 
welcbem Zoitmomente der unvariiorteu Bowegung dio 
Variation bogliint, welche ganz den Charaktor einor unter 
dein Einflusso gegobener Krllfte stattfindenden inecliamBcbon 
Bewogung bat und auch boliebig lango andauerii, allinilhlicb 
zu einor cndlichen Variation wachsen und z\i einor beliebigon 
Zoit ondon kann. Wonn in irgend einor Phase derselben 
plbtzlieh 2)^' ^ orlillU man sofort dio dieser 

Phase cutsproebond zu deukende unvariiorte Bewegung. 

Es tritt liier doutlich ztilago, wio dio am Eingange 
dieses Buebes betraclitoto Variation ganz allmilhlich Rich 
dem Ohavakter oiner gowbimlioben, im Verlanfo dev Zoit 
stattfindonden Bewogung boliebig nilbern knnn, bci wclclier 
luiv oinzelno Koordinaten viel raseber, andore viol laiigsainer 
verilnderlicli sind. 
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Wir wollen fllr diose allmfthlicli mil dor Zeit eiiitretou- 
den Anderungon dor zyklisclieii Bewegungoii noch iininer 
den NamenVarialionen boibelmUen imd aucli die Bowogungs- 
gleichungen flir dio Anderungon dor welcbo dadurcli 
eintroten, dad dio niclit gonau dio durch die Gloicliungon 
252) und 264) gcgcbonon Worto liaben, oral in § 63 auf. 
echreiben. 


. § 50. Her integriorende Faktor des DjfForentiala der 
zyklisoh zugefiihrten Energie. 

Dio Arbeit, weicito wiVhrond dor Variation dor zyk- 
lischen Bowogungen in dor Zoit dt von dor Kraft I\ goloistot 
wird, ist nacb Gloichung 249); 


255) d — Pj, ^ ^ — Pb 

Dio Sumrao d Q allor d ist dio gosamto von nllon 
Kraflon P^ (deu zyklisclien odor Zusatzkrilfton) goloistoto 
Arbeit, wolcbo wir dio dem Sy.stoino zykliscli zngofUhrto 
Energie gonannt baben und wolcho dor zngofUhrton Warmo 
analog ist. 

Falls das System oin Atonozykol ist und man die 
einzige zyklisclie Variable ohno Index schroibt, so orlUllt man 
dQ = p'<lti 

und wegon T^p'q, 


256) 


dQ d q 

-f- “ -q~ • 

Es ist also “ ein vollslitndiges Difibrontial und Iq 


die Entropie. 

Dicse Formel tindot Auwondung auf alio cchtcn Mono- 
zykeln, inuorlmlb deron boliebigo Masson oino zyklischo Be- 
wegung macheu, so daB sic alle inuorbalb dcrsolbon Zoit i 
gloicbzcitig zu iliror Aiisgangslago zurllckkohron und dann 
von ucucm diesclbe Bowogung macboii. Solclio Monozykoln 
werdcn von Holmlioltz als oinfacho oclito Monozykeln bo- 
zcicbnct und man aiobt loicht, daU sio oiiion Spozinlfall dor 
in § 48 bohandolton periodiscbcn Systomo bilden. 

Wean eiu Zykol vorscbiodono Massonsystoino bositzt, 
deren jedes cino in dicser Woiso in sioh zurllcklaufonde 
Bewegung inacbt, und wonn die Pcriodon i, i, , ij, . .. fQr dio 
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vei'schiodcnou Syateme vorscliicdon sind, so beiBt das System 
ein uDgefesseltos, oder nur teilweiso gefesseltes Polyzykel, 
sobald die Dauer dieser Periodeii auBei* von den Wertou 
der laiigsam veilliulcrlichen Parameter aucli nocli von denen 
melirerer unabhangiger zyklischer GoschNvindigkoiten abh^ngt, 
dagegeu eiu voUstb-udig gefesseltes Polyzykel, odcr ein zv\- 
sammengesetztos Monozykel, wenn sio auBcr von don Pnni* 
metorn nur nocb von dom Werto einer cinzigen zykliscbou 
Goscliwiudigkeit abhilngt. Wenn im letzton Fallo die Zahl 
der Vorhaltnisse eine endlicho ist und die Werto 

I 'i 

dieser Vcrbilltnisso von denen dor Parameter (der lang- 
sain vcrUuderliclion Koordinaten) vollkoinmcn unabhiingig 
Rind, sC kaim man sicli diese Vcrhilltnisse obno wesent- 
licho Anderung dor meebaniseben Bodingungen als ratio- 
nale, wenn aucli mit sehr groBein gemoinsainen Noniicr 
donken und dahor oinon lilngercn Zeitraum J finden, inner- 
!mlb desseu die Bewegung aller Massensysteme gloicbzeitig 
eine poriodisch wiederkebrendo ist, so daB das ge.samto 
moebanisebe System ein oinfacbos cclitos Monozykel von 
der Period e J darstellt und alles von einom soicbeu Be- 
wiesono darauf anwondbar ist. 

Dies wil'd abor zwoifolhaft, wenn die Anzabl der Vor- 
Vi'^Unisso , ii , . . . eino unondlicb groiie ist nnd gilt jeden- 

falls uicht melir, wenn die Werto dicsor Verlialtiiisse kon- 
tiniiierlicbe Funktionen der Parameter sind, woil dann die 
zyklischen Koordinaten im Vereino mit den Parametorn iui 
allgemeinou nicht meUr oin System bolonomcr Koovdiuatcu 
bilden.^) Alio ontwickolton Foruieln gelton aber nur fUr 
holouomc Koordinaten; donn wie wir sebon in § 4 uuf S. 10 

Borchards Journal I3d. 98, l.HoftS, 87, 1885; Wion. Sitz.- 
Ber. Bd. Ill, S, 1003 1902. Wenn z. B. die parallclcn Drekunga- 
aclmen zwoior Korpor sich nach entgegongesetztor Seito koiiiach ver- 
jUngen und ein TranamlaBionarieinen oder eine Priktionssclieibo so 
dazwisciien kontituiiorlicli vcrselnobbar iaf, daB sio bald einen dickereu 
Teil der erston Achso mit oinem dibineien der zwoiton, bald wioder 
umgeUehvt vevbindct und man den Weg s eluca nlcbt in der Drebungs- 
achso liegendon Punktos dca ersten Kbrpore als zykliscbc, die Vor> 
schiebung a doB llietnena odor der Priktionssohoibe als langsam vor- 
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In (Igv Annicvkung erwivlmtcu, wcrdeu im gaT\zGu RucUe^ mit 
Aiisiialime der §§ 27 uiul 2S. unter generalisiorton Jvoordi- 
naten iminei* nur holonomc geueralisierto Koordinaton ver- 
standoii. Wir woUen liiorauf niclit naher oingoheu unrt imr 
noch den Beweis fOr oinen sebr allgonioinenj von Holinholtz 
gefnndenen Sat?, fllbren. 

Sei ein beliebigcs, zusamniengesotztos monozyklisclies 
(also voUaUindig gefcsseltea polizykliachoa) System gegehcu, 
(lesson langsam verclnderlicho Koordinaten luit desson 
rasch veriinderliclie Koordinate mit p bexoichnot wordon sollon, 
Es wirdvorausgesetzt, daB boi passoiulov Andovung dor $^dlo 
Bewegung in gonau illinliciior Woiso vor sich golion kuiin, 
woboi nur samtlicbe Geschwindigkeiten mit oinor konstaaten, 
fiir alle Gosclnvindigkoitoa gleichen, abor ganz willkillndiclien 
Zahl n multipliziert, alfio gowisscrmal3cn dio Zoitdauei allor 
Vorgitngo auf den n-im Toil roduziort oraclioint; wonn dann 
nnr oin oinzigor langsam vorilnderliclior Paniinetor vor- 
l\andou iat, so ist die gceauito im Syslcmo entUaltone Icbcn- 
dige Kraft immer intogriorondor Noniior (les DiiTeroiitials 
dor von auCcn 2 ugofnhrtO]i Encrgio; sind dngegon molirero 
vorhandcn, so gilt clios obenfalls jodosinal dann, wonn 
jenes Differontial Uberlmupt ijitcgnorondo Falctoron besitzt. 

Sei zuntlclist nur oin langsam vorlliulorlichor Parameter;?^ 
vorhanden, so worden zwei Gattungen von ZustandsUnde- 
rungen nibglioh sein. Erstena boi ungeilndortou Babnformoii 
iiiulort sich bloB die Gesclnvindiglceit allor l)owoglichen Toile 
proportional. Zweitens ftnclorn sich dio Babnformon. Die 
Gestalt dev Rahneu hilngt daUcr nnr von oinor eiuzigen 
iinabbaiigig vormiderliclmn GrdBe ab, wiilireud dio andcro 

fiiidorlicho Koordinato so gelangt oln iiiclit in dor Rotations- 

acliao liogendm- Punkt dca zwoiton Oi pors I in allgcmoinon iiiclit an 
dicsclbc Steilo, wenn zuer&t s mn onio ondUebo Gr5fio o und dtinn a 
um nine cbcnfalls ondliclic GrCBo ct wUchut, odor wonn zuoret a um 
tt uikI dann oret ^ uin (T wUcliat. Wonn also aucli durcii a imd dsUU 
sAmlitcho GeschwindigkoUon, also falle wir oin cchtoa ^ykol vor uns 
haboii, dor gauze orkennbnro Zustand dcssolbon gogobon ist, so sind 
docii nicht durch dio Augabo dov Wovto vou a und « die Posit vouen 
silTntliclier Punkto des Systoins bustimmt, a nnd s sind also niclit 
bolonomo vorallgemcinerto Koordinaton. 


Gl. 2S7'259.] IV. § oO. lutcgricvemler Faktor. 
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unabhangig vcrilnclcrliche Gr5lie bloB die Gesobwindigkeit 
bostimmt, mit wolcher die Bahnen durchlaufeu wcrden. 
Falls man dalicr die Grenzeii immer so variiert, dafi das 
letztc Glied der Gleiclning 223) vorscliwindet, muB man bei 
der Rlickkelu’ ziir alien Balm auch zu den iirspriluglichen 
Gvcnzeu zuvUckgolangcu, die beidcn Glicdev in GleicUung 238) 
rcchts werdeo identisch und dQjT wird ein vollstilndiges 
Differential. 

Falls mchr als ein langsain vcillnderlicher Parameter 
existiort, ist T im allgomeinon nicht mehr integrierender 
Nenner von dQ, da man bei Wiedevkobv zu gonau demsolben 
Zustande des Systems im allgomeinen nicht mehr zu den- 
selben Integrationsgi’onzen zuruckkominou wird, sobald die 
Grenzon immer ao geUndert wordon, dafi das letztc Glied in 
Gloichung 223) verschwindet; doch lllBt sich auch in diesem 
Falle bewoison, dali T integrierender Nonuer sein muB, falls 
iiberhaupt iutegriorende Faktoron von dQ existieren. Sei 
allgemein dQ ^ MdN und man wtihlo T imd die als die 
independenten Variabcln. 

Nacli (Icin cben Bcwieseneii muB, sobald alle bis auf 
eines konstant siiul, T integrieronder Keuncr von d Q sein; 
ist also g irgeiul oiner der Indizos a und das ziim 
Faktor T binzAitvetende Differential, so folgt zunltclist-. 

257) - ’r(^plT+ 

Dicso Gleiehung muB fUr allc Wertokombinationen der 
daboi als konstant vorausgesetzton Vnriabeln p^,P 2 i •••Pg^i> 
Pg+i-** gelten. Wenu also M und N gegobeu siud, so ist 
davaus cr^ bis auf einen nur die letztorwahnten Variabeln 
enthaltenden Austlruck bestimmt. Dasselbo gilt auch filr 
jeden boliebigen anderen der Jndizes a, z. 13. h\ man hat 
also oboDso 

258) 




dp,, 

woboi natUrlich die IdentitUt von a und noch nioht or- 
wieseu ist. Aus dieser und der Gleiehung (257) folgt un- 
mittolbai*: 


259) 


d (Ty _ 

df ^ d f 
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Es kflniien sich also und nur um GrOBou untcr- 
sclieiden, welohe kein T, sondern nur dio enthalten. 
Wir wolleu aetzen; = <7 + J7^, ^r,, =« o’ + ^,i woboi dio 
n liiclit mehr Funktionen vou T aind; dami folf;! aua dor 
Gleichung 257) 


260) 




und 

261) 



flir jeden Wert you g-, hieraus orgibt sicli woitor 

262) dQ=^MdN^T[da + '2%f;^<lP^' 


die Summe ist iiber alle ni8glicbon Worto doe Index g zu 
oratrecken. Da laut Uberoinkuuft d Q oinon intogrierondon 
Faktor hat, so mu6 ea jedenfalla aucli oinon bositzon, ■wonn 
man alle bia auf zwei deraolbon, otwa und konatant 
Botzt. Dividiert man dann noeh das Dift’orontial d Q duvch 
T, 80 ergibt aicb: 


ft" + (Is + !$)'*>’. 


+ 


(-^ + 


dJT, 

Spu 


•) == 


dQ 

T 


Nacli dem Gesagton muB aucli diosor Difforentialaus- 
druck einen intcgrierenden Faktor liabon. Schreibt man dio 
bekanute Borlinguug clafltr bin, so sioht man, dalJ aus der- 
selben folgt: ontwoclcr 

dT ^ 

Oder 


264) 




fiir alle Wertepaaro von g und h Die orsto Gleichung 
kann nie erf\\Ut sein, da sonst bei KonstantUallung dev 
zur Erbftlmng der lebondigon Kraft gar keino Energiozufuhr 
notwendig w2,re. Es mttsson daher die Gloiohungen 204) 
gelten, aus wolchen folgt, daB 2 das kompletto Dif- 
ferential einer ITunktion 77 dor ist, weslialb dann 
dQ ^ Td{G + n) wird. 
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§ 5L Adiabatiaohe und iaozykliaohe Bewegnng. 

Wena fUr eiri boliebigea Zykel alio 0 sind, dagegen 
(lio von dcii durcb die Gloichungon 252) und 254) 
gegobencu Werten verscbiedeu sind, so daB dio Para- 
meter sicb langsam venlndern, so nonnt man dio 
Bewegung eine adiabatiscbo. Dunn folgt aus don Glei- 
chungen 249), daB die Momonte bozdglich dor zyklischen 
Koordinaten alio konstant aeiu miissen. Die zyklischen &e- 
fiohwindigkoiton 7 /^ aber wordon sich dann iufolgo der lang- 
samcn Andorung der Parameter allmablich oben falls lang- 
sam ilnderu. Wenn dagogen die w^brend der langsamen 
Andorung der Parameter stets solcbo Worte baben, daB die 
p\ exakt unvorUndert bleiben, so nennt man die Beweguug 
eine isozyklische. 

Kin Beispiel fUr die adiabatisebe Bewegung bildet ein 
um seine Achse rotierender Rotationskbrper, oder das im 
§ 44 als Beispiol 3 . besebriebone Zentrifngalinodcll, wenn 
niemals cin uin die Rotationsachso drohoudes Moment wirkt. 
Dagegen machb daa Zentrifugalmodoll eine isozyklische Be- 
wegung, wmin durch passondo, an der Kurbol wirkonde 
Krafto seine UnKlrelnmgsgescbwindigkeit stets konstant 
erhalten wird, obwobl sicb die versebiebbare Masse )ti der 
Drcbuugsacbsc bald langsam nabort, bald langsam davon 
entfernt. 

Pliysikalisobe Analogien fUr dio adiabatiscbo Bowogung 
sind warine Korpor, boi deren Zustandslin derung Wkrme 
weder zugefUhrt noch eiitzogen wird (dabor der Name 
adiabatiscb auch fUr die anaiogon Besvegungen mecbanischer 
Zykeln), elektrische Stromkreiso, in donen unvcrandorliclie 
oloktromotorische KrAftc thtig sind, bewogte, mit konstanten 
Elektrizit^tsmongeu statisch geladene Leiter etc. Die ent- 
sprechenclon pbysikaliscbon Vorgange werdon isozykliscben 
Bewegungen analog, weuu die Temperatur dor warmoii 
Kbrper, die StrominteiisitUt dor olektrisclien Stromo, das 
Potential dor eloktrostatiscb geladonon Leiter konstant er- 
haltou wird. Bei oinem rotierenden Kbrpor tritt isozyk- 
lisebe Bewegung ein, wonu er in Riemen- odor Zahnrad- 

13 * 


196 


IV. §51. Adiab. imd i 802 y]d. Boweguiig. [Gl. 206. 


verbindimg steht (gokoppelt ist) nut einciii rotioroncleu 
Schwungrado vou uncndlicher Masso odor clnoni ;5U Rotation 
mit konstantor Winkelgeschwindigkoit gozwungonen Kdrpcr; 
physikalisclie Aiialogien bietet oin warmer KOrper, dev init 
einem uneucllichen Wannereservoir gut loitoiul verbuudon 
ist, cin elektrischer Loiter, dessoii Endeu auf konstaiitom 
Potcntialunterscbied erbalten wordou (mit don Polkloinmen 
des Elektri’/illUswerkes verbnndon sincl), in dor Elektroatalik 
ein zur Erdo abgeleiteter Korpor, was Helmholtz aucli als 
Koppeluugmitdor Erd©^ dem Warmeroservoir usw. bezeiclinct, 
In Gleichung 254) sind die partiellon Didorontiul- 
quotioDten so zu verstohon, dafi die konstant zu halten 
sind, also die Zustaudsandorungon isozylcliscli zu gcschobcu 
baben. Wir wollen, wio cs schon in § 9 goschali, partiollo 
Difi*orcntialqiiotienten, bei dcron Bilduug die als konstant 
zu belrachton sind, mit dem Index p', seiche dagogon, boi 
doven Bildung die als konstant zu belrachton sind, mit 
dem Index q bezeichnem 

-Man kann dalier sagon: U ist dio Kraftfunktion dor 
nach den Pararaetern wirkondou ICrtlfto fhr isozyk- 
lische ZustandsUndoruDg, ihr entspriclit in dor Thermo- 
dynamik das isotherme thormodynamischo Potential; boi 
jeder isozykliscben Bowogung ist 


<\io vou don auf das Cykel wivkendon Krkfton boi Ando- 
rung dor dem Zykel zugofttUrto (d. h. dio in Form vou 
iliiBeror Arboitsleistung zugof(llirto) Enorgio. Da dor ganzo 
Enorgiozuwachs dEi=dF-\-dT ist, so folgt dQ = 2d T, die 
zykiisch zugoflthrte Energie ist daher gloich dora doppolten 
Zuwachs der kinetischeii Energie. 

I^ach Gleichung 63) ist 


iiJL 

dPa 


d,,J' 


daher 






Man kann also die ersto dor Gleichnngon 264) auch so 
schceiben; 


265 ) 
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Die HuBeron Krafte kQnnen daher auch als die 
adiabatischen partiollon Diffcrentialquotienten von E nacb don 
Koordinaten und — E als die adiabatischc Kraftfunktion 
liezeichnet werden. Die gosamte, durch auBero Arbeits- 
leistung dem Systerae zugefldirte Energie ist also bei adia- 
batischor Bewegung gleich d E, also gleich dom geaamten 
EnergiezuwacbSj was selbstveretandlicli ist, da sie in diosem 
Falle die einzige Energiozufubr ist, 

Durcli Anweudung des gefundenen Theorems, daB so- 
woiil l)ei adiabatischer als auch bei isozykiischer Zustands- 
ilnderung die iluBoron Krafte cine Kraftfunktion haben, auf 
die Wtlrmctheorie crhalton wir folgonden Satz; Wenn ein 
^Yarmer fester Korper durch boliebige auBore Krafte adia- 
batisch odor isotherm beliebig defonniort wird, so ist die 
Deformationsarbeit iminor oin vollstandiges Differential, als 
ob die auBoren Krafte solchon, die von ruhenden Massenteilchen 
berriibren, das Gloicbgewicbt bielten, wenn auch die Masseii- 
tcilchcn des Korpers in lobhaftestor Wllrmcbewcgung be- 
griffen sind. 

§ 62. Hertz’ reziproke Beziehungen, 

1. Es mbgo sicli dor Zustand eines Zykels langsam 
adiabatisch einmal so verUndern, daC nur der Parameter 
und dp^ wllcbst, das andere Mai so, daB nur der Parameter 
p^, urn dp^, wilchst. Im erston Palle moge die nacb 
wirkende auflere Kraft urn im zweiten Falle die 

nacb p^ wirkende auBore Kraft um wacbsen, clann 
ist immer 

dpa dp^r ’ 

dasselbe gilt aucli, woun alle Bewegungen isozyklisch er- 
folgen, wir kdaiien dieso boiden Rolationen auaflUirlicher 
so sclireiben: 

iPn dpa. dpa dpar ’ 

der Boweis folgt unmittelbar aus den Gleicbungen 254) und 
2()r)), d. h. aus dem Umstando, daB die ^^uBeren Kr^^fte so- 
wohl flir die adiabatische als auch fllr die iaozyklische Zu- 
standsanderung eino Kraftfunktion baben. 
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2. Wogeii 

«i _ iZ Al" ZA = 0 

dp„ 9pa ’ Sqi, 

(letzteres nacb 60)), findet man 

8 p„ 


- A-li 


Wenn daher eiu bei Konstanz allor ftbrigon q und allor 
Parameter erfolgendor Zuwaclis eines zyklischen Moinentes 
urn einen Zuwaclis der nach einoin Parameter 

wirkenden Kraft um bewirkt, so bowirkt oin adia« 
balischer und bei Konstanz der ilbrigeu Paramoter erfolgende 
Zuwache von um einen entgcgongesotzt wie 
bozeicbneten Zuwncbs (eine Abnnhmo) dev zyklischen Ge- 
schwindigkcit p\ um dp\ und zwar ist das VorhllUnis der 
als Ursucben angenommonon Zuwhcbse d < 7 ^ und dp^ zu don 
als Wirkungen betracbtoten Anderungen (d5p„ und dp\) 
gleich (wie Hertz sagt, das Vorhftltnis zwischon TJrsaolien 
und Wirkung ist in beiden Fkllon gleich). Es ist iintcr 
diesen spoziellen Umsiandon; 

267) =. - 4-- . 

^ dqt dPf, 


Da fttr ein Monozykel dp^ gleich hezeichnot 

sein muB, so gilt fllr ein solches auch folgonder Satz: Wenn 
einc Vermehrung der zyklischen Gesclmindigkeit y bci 
Konstanz cler Parameter die Kraft nach irgend einom Para- 
meter erhdht, so mnB oin adiabatischor Zuwaclis dieses 
Parameters bei Konstanz der audorcn die zyklisclie Ge- 
schwindigkoit p' vermiadcrn, 

3, Ea rnSgo die Kraft den in Gloichung 267) vor- 
kommendeu Zuwacha dg^ in dor Zelt di crzougon, so ist 

anderorseits ist dio Gescliwindigkeib 

mit welcher dann dio Kraft unter don Umatllndon waohst^ 
unter denen die Gleichung 267) gilt. Dio linko Soito der 
Qleichung 267) ist daher gleich und ^YOnn man fUr dio 

rechte Seite ^Yieder deutllchkeitshnlber zur Scliroibweise der 
Gleichung 206) zurilckkehrt, so folgt aus 267) 

^ Pi dp, ^ 


Gl. 269.] IV* § 52. Hertz’ reziprokc Be^i6huDgcn. 


199 


in Worteii: Wenn alle Parameter konstant und alle nach 
den zykliauhen Koordinatcn wirkenden KrS.fto bis auf oine 
(PJ gleicb Null siad, so soli wUhrend cler Zeit dt die nach 
dem Parameter wirkondc Kraft urn wachaen, 

daim bcwirkfc eine adiabatisclie ZuDahine von unter Kon- 
stauz der iibrigen Parameter eine Abuahme von p\ und es 
ist wieder das Verhaltnis von Uraacbe und Wirkung in 
beiden Filllen glcich, wcnn wir die Kraft als Ursache, 
die Anderungsgescbwindigkeifc dev Kraft als ihre 
Wirkung, und andorerseits den Koordinatenzuwachs dp^ als 
Ursache und die Abnahme — dp\ der zyklisclien Go- 
scbwindigkeit p\ als deren Wirkung betrachten. 

4. Wogon 


liat man 


^ =- 4 ^ + 


Ipf und 


dp. T 


269) 


_ dprq^_ 
dp' dp^ ' 


d. li, wenn bei Konstanz dor Ubrigen zyklischeii Gescbwindig- 
keiten und der Parameter cin Zuwachs einor zykliscben 
Gescbwiudigkeit 2 )\ eineu Zuwachs dor nacL einem Para- 
meter wirkenden auBeren Kraft bewirkt, so bewirkt 
aucb ein isozyldiscber Zuwachs von bei Konstanz der 
iibrigen Parameter eineu Zuwachs cles zu p\ gehbrigen 
zyklischen Momentes und zwar ist, wie Hertz abgektirzt 
sagt, wieder flir uuendlich Ideine Zuwilchse das Verlibltnis 
von Ursache und Wirkung in beiden FUllcn gleicb. Auch 
)mt fUr Monozykoln wieder dor Zuwachs der zykliscben 
Gescbwindigkeit dasselbe Vorzeichen, wie dor des zykliscben 
Momentes. 

5. Gonaii so, wie aus Gloichung 2G6) die Gleichung 2G8) 
gowonnen wurcle, so kbnnon wir auch aus Gleichung 269) oine 
neue Widen. Bei Bildungdes partieUen DifFereutialquotienten 
der rechten Seite der letztereu Gleichung ist angenommen, 
daB die und solche Werte haben, daB alle p\ und 
alle Parameter rait Ausnahme eines eiuzigon p^ konstant 
bleiben. Die dabei nach der zykliscben Koordinate 
wirkende Kraft soil die Zawadise von p^ und wahrend 
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IGI. ii70. 



der Zeit dl aber aollcn djy^ uml liciBou, Danu ist der 
Quotient gleicb der in Fonnol 269) init be- 

zeichneten GrdBe, es ist aber aucli =?/„ dt und 
dalier 

A 

3 Pa ^ ;>'« 

uud man kann dio Gleiclmng 269) in dor Form schroibon 


270) 


dp't. P*a 


In Worten ausgodriickt; Wenn boi Konatnir/ dor Ubrigen 
jjykliscliou Geschwindigkeiton iind dor Paramotor ein An- 
waclison oiner zylclisclien Gescliwiiuligkoit p\ oinon Zuwacha, 
der nach einem Parameter wirkonden Kraft bowirkt, 
so miifi bebufs isozykliachon WachsonB von boi Konstanz 
dor librigen Pai'amoter in der Riclitung der zykliscbon Ko- 
ordinate 2h positive Kraft 1\ wirkon und zwar ist 
v/ieder das Vorhaltuis '/.wiaclien Ursacho uiul Wirkung in 
beiden Pollen gleicb, w'enn man den ZuNvacbs von als 
Ursaclie, den Zuwaobs von als doron Wirkimg, andoror- 
seits die Geschwindigkeit pj, mit wolclior sicb isozyklisch 
iindert, als Ursacbe dor Notwondigkoit dor Kraft und 
Ictztere als dereu Wirkung bozoichnot 

Beim Roweise und der mathematiscbon Fonnulierung 
dieses Satzea ist in Hort// Prinzipion dor Mocluinik Nr. D77) 
S, 245 liberall das Zoiohen d zu viol. 


\/§ 63. Helmholtz’ S&tze ilber gemieohte Zykeln. 

Helmholtz hat einigo Botrachtungon von nocli cLwas 
grSBerer Allgemeinheit angestellt Es sei wieder oin System 
von n Punkteu gegeben, welches luit v! ein f(\v allcmal und (llr 
immer fixen Punkten in Weeks elwirkung stobon kann, woicb 
letztere Punkte man aucb, wenn man will» zu don 7 ^ Punkten 
ziihlon kann. Die Kraftfunktion allor zwischon dioson 
Punkten wirksamen Krilfte sei F, die kinotisoho Euergie 
der Punkte sei T. Wir setzeu diesmal wieder, wie in 
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01. 271.] iV. §58. Gomisohte Zykeln. 

§§ 45 — 52, aber abweichend vou unserer sonstigen Be- 
zeichnungsweise 

r+ F^E, 

T-F== II, 

ao da6 E die gesanite Enorgic tier n + a'Piinkte ist. Tlnter 
den Koordiuaten, welcbe die Poaition der wPunkto bc- 
stimmoii, kOnncn zyklischo soin, die wir wiedor mit be- 
•zoicbnen wollen, d. L. ihre nicht nach der Zeit differontierteu 
Woiibo solleu wodor in T noch in E vorkomuien. BloB die 
p\ sollon in T vorkommeu. Die Gesanitanzahl dieacr zykiiscben 
Koordinatcn aei <r. Die Gosamtkraft, —dFjdp^, welcbe 
die n + n' Punkte nach irgond oiner zyklisclicn Koordiuatc 
auallben, muli alao gleich Null soiu. Die tlbrigen Koordi- 
naton braucben nicht gerade langsam voriinderliche zu aein, 
aind alao ganz beliobigo Koordinaten. Wir nennon aio daher 
gow8hnlicho Koordinaten und bezeicbnon aio wiedor mit 
Ibre Gcaamtzalil aei s. Zwisclicn deu p sollcn koine Be- 
diugungagloichuiigen mohr bestchcn. Ein solchca System, 
welchoa zwar zykliache Koordinaten enthklt, desson tibrige 
Koordinaten aber nicht odor wonigsteua nicht alle als laugaam 
vcranderlich betrachtet worden, -wollen wir ein gemiachtes 
Zykel ueunen und im Gogonaatzo dazu ein aolcbos, welches 
nur zyklischo und langsam verUnderlicho Koordinaten ent- 
halt, ein roinca Zykel. 

Am Icichtcsten wird das Vorstandnis der nun zu ont- 
wickelnden Gleichungen, wonn man aich die Besebaffenheit 
dea Syatema dor 'fi -b n Punkte und die Kraftfuiiktioii F, 
aowic auch die Bewegung der Punkte, alao tlereu ailmtlicho 
Koordinaten als Funklionen der Zeit, gegeben donkt und 
sich fragt, wolcho Krafto I\ und nach don zyklischen Ko- 
ordinateu wirken reap, zu den vormogo der Kraftfunktion F 
nach don gowQhnlichon Koordinaten wirkenden Kr8.ft6n nocb 
hinzukoramcn mliaaon, um die gegobono zeitliche Verilude- 
rung der Koordinaten zu erzeugon. Es mliaaen dann ftir 
die zyklischen Koordinaten die Gleichungen 254) also 

P _ A ? JL 

>> dtdp\ 


271 ) 
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IV. §68. Gemieolito Zykeln. (Gl. 272.218, 


und fur die gowohnlichon Koordinaton die gew5linlichen 
Lagraugosclion Gleichungon 

d BH Bn 

272) 


“ iLii _ _ _ 
~ (li B })'•■ B 1 ). 


gelten. 

273) 


Fttr jeden Index h und h sei 

Ml _ ^ = 0 

dp' dp* 


Die gesuchten Krafte P^^ und aollen wieder von be- 
liebigeu auBeron (den v) matoriollon Punk ten ausgohen, 
um die wir line Ubrigens weitoi* gar uiebt kl\mmorn 
wollen. Sie kSnnen, woun die Werte dor p ats Funktionen 
der Zeit gogeben sind, aus den Gleiclningon 271) und 272) 
obenfallfl als i\mktionon der Zoit gefundon wordon, d. h. es 
kann die BVage beantwortet worden, welelvo iUiBero Kv&fto 
und in jedem Memento zu don durch die Kraft- 
funktion F bedingten noch hinzukonimon mUsson, um die 
gegebene Bowegung zu erzougen. 

Natllrlich ist die Qtiltigkoit dor Gleiclmngon 271) und 
272) ganz davon unabhilngig, wolche GrBfion man darin als 
gegebon betraebtet und nacb welclien man frllgt Dieae 
Gleichungon Bind auch ricUtig, woun dio uud als 

Funktiouen der Zoit, ja solbst, woun sie als Punktionen 
der Koordinaton, Geschwindigkoiton odor sonat boliobigor 
GrbBen gegoben wiiron uud wenn dio Aufgabe gestoUt wiire, 
die Bewegung (d. h. dio p'* boi gegoben on Anfangsworton 
der p und p) zu bestimmen. Nur wtlrden im lotzton Palle 
auch die linkon Seiton der Gleichungon 271) und 272) die 
zu suchondon Unbekaunten onthaltoiu Ja as ist oigoutlich 
Yollkommen willkilrlich, wolche Kriifto man zur Kraftfunktion 
F als innore, welche zu den als iiuCero roohnot, ob man 
dio Korpor, von denen gowissc Kv&.fte ausgohon, noch zum 
System roohuet odor als aufienliogend ansielit, wonn man 
sich dann nur konsoqiient bleibt; so rochnet z, B. Helm- 
holtz in der Kloklrodynamik den galvanisobon Leitungs- 
widerstand bloB deshalb zu don weil or zu irreversiboln 
Vorg^ngen AnlaB gibt. Wir wollen aber behufs grttCorer 
Anschaulicbkeit immer fingieren, daB F und die Bowegung 


Gl. 274.] 


IV, § 53, Gemischto Zykcln. 
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do8 Syeteras gegeben w^rc im<l nach don zu ihrer Her- 
lialtuDg notv70ndigen iind gefragt werde, 

Qleicbungcn von der Form dor Gleichung 272) mUssen 
auch an die Stollo der Glcichungon 252) und 254) treten, 
weun man die in §§ 49 — 61 beliandelto Theorio dor Zykeln 
olme jede Vernachlilssigung onhvickoln will odor Uberhaupt, 
wenn man die Frago Ibacn will, wie sich die langsam ver- 
anderlichen Parameter untei* clem EinHuaso gcgebener 
mit der Zeit verandoru, Denn wenn man diese i'rage be- 
antworten will, so darf man offenbar nicht und ver- 
naehlilaslgen. In der Gleichung 271) und 272) aber findet 
sich koine VernachlUsaigung mehr; donn die Bedingung, daB 
die zykliscben Koordinaten undifferenziert wedor in T nocb 
in F vorkommen, iat nicht bloB annUherungsweise, sondern 
vollkommen exalct reallsiert. 

Die Gleichung 272) hat die zu Anfang des § 34 an- 
gedoutete Form, welche man crhUlt, wenn man in der 
allgemeinen Lagrangeschen Gleichung 50) die tt = 0 
setzt und dem V die Form 220) ertoilt. 

Es sollen zunacbst silmtliche = 0 aein, so daB die 
zykliscben Bowogungen adiabatisch verlaufen. 

Dann sind iiach 271) die GroBen 


274) 


on _ 

dp\ 


zu alien Zeiteu konstant, Sind die Werta diesor Konstanten 
gegeben, so konnen mittels der a Gleichungen 274) dio 
a GrbBen p\ aus T und daher auch aus f/eliminiert werden. 
Da aber die Gleichungen 274) Glieder mit den erston 
Potenzen dor p und solche die von den p' frei sind, ent- 
haltcn, 80 wird nach diesor Elimination T cine Funktion 
zwoitcn Grades der ubrigen p' (der p'^ sein, welche nicht 
mohr liomogen ist, sondern auch Glieder, die linear boziig- 
lich dor p\ aind und oiu von diesen ganz freies Glied ent- 
halt. Dann eutha,lt also auch dio GrbBe welche durch 
Elimination dor p\ aus H mittels dev Gleichungen 274) 
entsteht, Glieder, die bozllglich der p\ linear Bind. 

Ein Beispiel hicrflir wilrc ein System, welches einen 
urn eiue HaupUrligheitsaohse reibungslos und wlderstands- 
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IV. § 6.*). (ioinischlo Zykoln. 


[Gl. 276. 


los rotiorondon KOrpcr eiitliiilt, wie das Pendol, das wir 
ill § 22 bohandelten. Dor Winkol , desson Difloreii- 
tialquotiont nach dor Zeit die Winkolgoscliwindigkeit des 
rotiorondon KSrpors bostimmt, wiiro das botroftbndo 
und 03 mttBte angcuommon wordcn, dnB dvo Kvilfte imtiior 
nur auf die boidon Spitzen dor Aclison wirkcn, so dafl 
nicmala ein Drebuioment oxistiert, welches dio Droliung bo* 
scbleunigt Oder vorzbgerl. Dor glcichon Bediiigung unter- 
worfeue rolioroude Korpor doiikt sicli Maxwell zur Erklilrung 
des Mfigneliamus innorhalb dor Volumonelemonto des 
Athers vorhandon und orklilrt dadurcli, dad dio oloktro- 
magnetische hlnorgie dos Athers Gliodor enthilU, dio bezUg- 
lick dor Stromstilrkou linear sind, wogogoii dio rein oloktro- 
(lyiiainischo Enorgio eiuo liomogono qiiadratisclio Funktion 
dor Stroinsfarkon ist. Er nimmt nAmlich an, das dio Strom* 
starken dio Anderiingsgeschwindigkoiton zyklischor Koordi- 
naten sind. 

Da dadurcli aus 11 ontatandou ist, dnO man davin 
dio p\ vermbge dor Gloichungou 274) als Funktion on dor 
und ausgodrlickt hat, so ist 

9 $ _ 9 7/ , 9 n dp'i. 

~ dpft dp' I dpi 

h'sti 

9.t> ^ 9// VT 9_// dp',, 

dp'h dp'„ ^ dp't d 'p'i, 

6*1 

odor wegen dor Gloichungen 274) 

d]>„ 9 Pa ^ ’9?)a ’ dp',. ^ dp'i, ^^''9p'a' 

6-1 6sal 

Setzt man dalior 
276) 

hxZ\ 

so wird 

dir _ 9_7r _ ^ 

9Pa 9 Pa ’ 9p'a ~ 9p'a‘ 

Hior sind in H' die p\ duroh dio Gloichungen 274) elinii- 

niort zu denken, bei Bildung von 4-^ und P-— abor als 

® 9p* 9 p'a 
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konstaut zu betrachten. Die allgomeino Bewegungs- 
gleiclmng 272) iiimmt also, wonn man die p\ mittels der 
GleichungGii 274} durch und p,^ ausgedrUcIct denkt, filr 
jecles dieselbo JPorm 


<U dp'n dpf. 


an. Nur ist fUr If nun die GroBe 77' zu setzcn, in dor die 
p\ durch die GloiGliungen 274) ala Funktionen von uud 
aiisgodrDckt zu denkcn siud, so daO im allgemoinen 
oine niclit homogeue quadratischc Fuuktion dor ist^ 

Als Roispicl betrachten wir nochmals die schon in 
§ 22 bohandolto Aufgabe aus dor Theorie dcr Rotation oines 
festen Kbrpera um einen fixen Punkt. Ein starrer Korper 
sei um einen festen Punkt drehbar. Soin Trilgheitsellipsoid 
hezilglicli dieses Puukfces sei ein Rotationsellipsoid. 

Wir willilon dicselben Bezeiciinungen wic dort und es 
falle wiodcr die 0^-Achse mit dcr Eotationsaclise des Trilg- 
heitseliipsoidos zusammon. 

Danu erflillt dio Variable B die Bedingungen, die wir 
don jotzt mit bozeiclmeton Koordinaten beilegten, Ist 
also die nacli B wirkende gcnoralieierte Kraft 23 zu alien 
Zoiteii gloich Null, so ist nach 274) 


57 / _ ^!l _ dT 
~d p\ dB ‘^ 'd B~^ 


konst 


Bezeichnen wir den Wort dieser Konstanten mit — vJ, so 
folgt also aus der clritteii der Gleicliuugen 121) 


cA' ^ ^ v 


libereinstimmond mit 124). Eliminiert man mittols dieser 
Gloicliung B' aus dem Ausdrucke 123) Air T, so folgt 

277) 0'*)+ 

F ist in unsoron gegenwavtigon Rcchuungen dIo Kraft- 
fuuktion der inneren Krilfte des Systems, also, da dieses 
oin cinziger foster Kfirper ist, gloich Null. Die Schwere Oder 
allgemeiner dio Kritfto und S worden als tluBere Krilfto 
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(GJ. 218.280. 


ange-solien und sind in don andoron Toil dor Kraftfuiiktion 
(Gloichung 220 ) eingoreclinet. // ist nilmlich hier 

immev gleich T— F, nicht wie frUhor in diosom Buch 
gloich T— V, 

Der Ausdruck 277) ist dio in Gloichung 276) rait » 
bezeiclmete GioBe. Aus diesor Gloicluing folgt 

278) = 41 + vJB' = -^{r^A'^+ G'^ + i<Jo A', 


wobei die eine Konstante —Jv'^{2 als llberlltlssig wog- 
gela.S 80 n wurde. Aus dioser Grofio //' mttsson dio nacli A 
und C wirkendon goneralisicrton Krilfto uud S durch 
Gloich ungen abloitbar soin, wolclio vollkominon dio Form 
dor Lagrangesclicu baben. Ea muC also 



sein. Durcb Substitution dos Wortos 278) fllr IT liofern 
diese Gleichuugen tatslicblicb in tjboroinsthninung mit 126) 


280) 


+ vJo) 

d = Q[G" - cy A'») + 


Die Grloichungen 279) liabon vollkommoii dio Forn) dor 
Lagrangeschon Gloichungon, abor ir ontbUlt jotet auch 
Gliedor^ dio bozUgUcU dor GoscUwindigkoitou Unoar sind. 
Dio Bowogungen konnon niclU in gcnau uingolcolu'Lor Woiso 
vor sicli gehon. Kin Pendol, mit doin oiii rotiorcndor Kroisol 
vorbimdon ist, liat, wio wir sclion in § 22 salion, fllr 
Scbwingungon, bei donon sein Schworpunkt sicli im Kroiso 
boTvegt, boi der oinon unrt andoren Dmlanfsricbtung oino 
andore Scluvingungsdauer, solango sich der Kroisol itu 
selben Sinne droht. Ganz analog onthillt das Potential 
elektrischer Strome boi Gogenwart pennanontor Magneto, 
Oder das von dom die oloktroinagnotischo Drohung der 
Pokrisationsebene des Liohtos ablulngt, GUeder, dio bozllg- 
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licb der Stromatllrken oder Geschwiudigkeiten linear sind. 
Diose frappante Analogie ist natUrlioh kein Bowels^ daB bei 
den letztgenaimten physikaliachon Erscheinungen wirklich 
verborgeno llotationsbewegungon eine RoUe spielea; aber 
sio wllrde durch diese Hypotheso am ungezwungensten er- 
klart und weist jodenfalls darauf bin, daB das vergleicbendo 
Studium beidor Arten von Erscheinungen wcitero AufscblUsse 
vorspricht. Der in dem ebeii boliandolton Boispiole bctracb- 
teto feste Kbrper ist Ubrigens ein roinos Monozykel, wenn 
dio Kriifto und E stots gerado solobe Werte babeu, daB 
A und C sicli sehr langsam im Vergleicbo zu D lindern, 
sonst ein gemiaclites* 

Einen Fall, wo iJ eiuo nocb kompliziertere Funktion der 
Gcscbwindigkeiten soin kann, findet Helmboltz in folgen- 
der Weise. Es soil der Aiisdruck fUr die Icbendigo Kraft 
aua zwei Summanden besteben, von donou dor eiue nur ge- 
wissG Geschwindigkoiton 7/^,, der anderc nur die iibrigeu 
Geschwindigkoiton entbalten soli, so daB also 

d^Tjdp\dp'^ = 0 

ist* Da F die Gescbwindigkeiten gar niclit entbalt, so 
foigt auch 

dur 


d p'c d 


==0* 


AuBerdem soli die HuBere Kraft, die nach jeder der Ko- 
ordinaten wirkt, zu alien Zeiten gloich Null, also 
soin. Hior und in allem folgeiidcn ist von keinon zyklischen 
Bewegungen mehr dio Rede» 

Es sind mm jedonfalls Bowogungon des Systems uibg- 
lich, fur wolclie alle^^ verscliwindon, daher alle zu alien 
Zeiten konstant bleibon* Da IJ koin bezuglioli irgend eines 
p'^ lineares Glied ontbalt, so ist danu aucb fftr jeden Index d 


281) 


dFa 


^ 0 


und aus Gloichung 272) foigt fllr jeden Index d 

BH 

dp4 


282) 


-0. 
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Au 8 dieaco GleicUungen kOnnou, von singulilron B’allen ab- 
gcaehoD, die Koordinaten als Puriktionon von »nd ge- 
fundeu werden. Substitiiiort jnan clio so gowonnonon Worto 
dor in H, so erlUllt man oiuo B'uuktiou dor und p\, 
welche mifc ig bezoiclinot werdon soli. ^ braiiclit dnnn keiuc 
quadratische Funktion dor zu soin, sondorn kaun dieso 
GrdBen in gaiiz beliebiger Weise onthalton, jodocb wird cs 
eino gerade I'unktion dor p'^ sein. Dann ist 


d'pc ~ d pi ^ dp,i dpc~ 


dp\ 


--+y 

dp\ 

d 

daher wegon 281) und 282) 

283) 


J)_n_ 

'dpi 


dp,i_ 

bp'f 


dSjf __ dll 

Spc dpe' 


dp'c dp'c 


und die Langrangoseben Qloicbungcn flir dio Koordi- 
naten orfabren koine Verilnderung in dor Form, woim 
man darin .*g ftlr II einsotzt. Wonn ans doni Ausdrucko 
fUr H vormftgo gewissor Bodingungsgloicliungon gewisse Gc- 
schwindigkoiton elimiuiert sind, so nonnt Tlolmholtz das 
betroffeude Problem ein unvollstUndiges, da os sich auf Be- 
rechnung der an diese Bedingungsgleichungon gobundonen 
Bowegungen beschrankt. 

Wenn man zu pbysikalischon Vorgftngon mochanische 
Analogien suebt, so kann man von vornhoroin niebt wisson, 
welche Variaboln man mit Koordiuaten, wolciio mit Gc- 
schwiudigkeiton in Parallelo stohen soli. So kaiui man z. B. 
in dor Elektrodynamik die dielokUisclion Momonto mit 
Koordiuaten, dio niaguetischon mit Goschwindigkoiton und 
umgokohrt iu Parallelo stellen. Nun ist in dor Physik in 
dor Eegel dio Energie als Funktion dor Variaboln oxperi- 
inentell gegoben. Ein vollstaudigos inocbaniscbos Problem 
kann man daber als Analogio einos physikaliscbon Vorgangs 
nur dann benutzen, wonn der oxperimentoll gogobeno Aus- 
druok flTr die Energie von gowissen Variaboln oitio honiogone 
quadratische Funktion ist, wolche dann mit Goschwindigkoiton 
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in Parallole gostellt wcrdcn mussen. Wiililt man dagegon 
ein unvollstilTidiges meohanisclios Problem ala Analogic, ao 
kann es vollkommen zweifolhaft werden, wolche pbysi- 
kalische Variabeln man mit Geschwindigkciten und welclio 
mit Koordinaten in Parallele setzon soli, da beide in bo- 
liebiger Form im Ausclruckc fUr dio Energie ontlialten seiu 
konneu. 


§ 54* Helmholtz’ ReziprozitatsBatze. 


Diese HcziprozitMagatze boziehen sich nioht wio die 
Hcrtzschen aufZykoln, aondern auf ganz beliebige inecha- 
niscbe Systome. Jedesmal, wenn eiuo Gleichung von der 
Form 272) gilt, folgt daraus 


284) 



, VI dUi , , V d^E 

^ dp\ dpk^^ ^ 8})%, 8pk ' 
k k 


Sind nach dor im vorigen Paragrapben bcschriebcnen 
Methodo gowiaso Koordiuateu olimiuiort, so bloibt dieso 
Gloiclumg unvoranclort gliltig, wean man uater II diojcnigo 
Kuaktion vorstcht, ft\r welcbo obcn die Bcwegvmgsglcichuugen 
die Lagrangosche Form annchmeii, also dio QrSBei/', wenu 
dio Gleichungen 270) gcltcn, dio Gr5l3e wonn die Glei- 
ebungen 288) gelten. Wir wollen in folgendem fUr alle 
diose GroBen densclben Buebstabon H gebrauebon, da die 
Gleichung 284) und diejenigen, welcbe wir nun daraus ent- 
wickoln wollon, fUr alle dieso FiUle glcicbm^Big gelteu. 

1. Nach Gleichung 284) ist die ilu Bore Kraft welclie zu 
don durch dio Kraftfunktion P bestimmton KrUften hinzu- 
kommen muB, urn die gegebene zoitliche Voranderung der 
Koordinaten horvorzurufen, cine liueare Funktion der Be- 
schlounigungon ph und man siebt sofort, daB 


285) 


^Pk ^Ph ^p'h^P'k 


ist. Wenu also bei Konstanz der Koordinaten, Geschwindig- 
keiten und iibrigon Bescbleunigungon oin Zuwaohs einer 
Beschleunignng einen Zuwacbs einer mit anderem Index 
versehenen auBoren Kraft bewirkt, so bowirkt der gleiche 

Boliztnaiin, Mcohanlk II. 
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Zuwaclis (ler Bcschlcunigung pi, die doraelben Koortlinato 
■wie (lie Kraft ip,, entapriclit, oinon gloiclieu Zuwaclis der 
der andoren Koordinato cntsjirecliondon JCraft 

Beispid. Aus dor zweiton dor Gloicliuiigeu 121) iat ersicht- 
lich, daB die Besehlounigung If von EinfluB auf dio Kraft 9[ 

ist. Daher muB auch A" vou EinfluB auf S3 und 

d li" d A" 

aein. Boide Werto crgebcn sicli aus 121) in dor Tat 
gleich — oJ. 

2. Aua Glcichung 284) folgt woiter: 

_ _ 8\Tf_ _J\Il '0^ 

d p'k dpld'p'k dp\ d'pi ^ d p\ d p't d p, ^ i 

V 5° if _ 

^ dp\dp\8p'”‘ 

odor wenn man dio boidcn lotzteu Summon so zusamiuon- 
zioht, wie man es auch tun mllCto, uni von Gloichung 284) 
zu Gloichung 272) zurlickzugolangeu: 

Ul* = _ + .. i’A . A.. \ 

d p'k 8 pH d p\ d p'h d pt d < p',, di p'k) ’ 

Bildet man ebonso d^/dp'^, so sioht man, daB in alien 
Fallen, wo iljdp\dp',^ (was nacli 285) gJoicli 
und auch gleich d^jdpl ist), Iconstant spozioll, wo es 
gleich Null ist, dio Gloichung bostolit 

dp'i dp'l’ 

In alien diesen Fallen gilt also folgondos: Wonn eino 
grOBere Geschwindiglccit boi Gleichhoit allor Ubrigon 
Goschwindigkoiton und dor Wovto allor Koordinaten und 
Boschlcunigungen oin griiBores i}},, bodingt, so bodingt oine 
grfiBero Geschwindiglccit p\ uatUrlich wiodor boi Gleichhoit 
der ubrigon Goschwindigkoiton und dor Koordinaten und 
Beschlounigungon oin im sclbon MaBo kloiuoros ip,,. 

Beispiel Wenn oin foster, urn oinon feston Punkt 
drehbarer E&rper sich so bowegt, daB 0, A' und U konstaut 
sind und B groB gogonilbor A ist, so maoht or oino oin* 
fache Prazessionsbewogung. Dio nach dor Koordinato G 
wirkende generalisiertc Kraft © (das Moment dor huBoron 
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Krilfte urn dio Aohsc OR) muS dann von Null verscbiedeii 
sein und zwar muB ea fiir positive A und 7/ negativ soin 
iind sein Abaolutwert mlt wacbsendem A wacbson, sodaB 
d^jdA negativ ist. Wenn also £ durch dio Sebwere 
erzeugt ^Yil'd uud Q Z dor Riebtung deraelben entgegen- 
gesetzt iat, so muB der Scliwerpunkt auf der ‘nogativeu 
6^t^-Aohse liegeii. Fei'oer iat nach 121) 

a d" d A' ““ 

]7abor muB positiv und dom Zahlonwerte nacb gloich 
dHjdA soin. Damit also olmc anderweitige Anderuug 
dor Verhaltnisse C von Null zu oinem kloinen positiven 
Wertc ansteige und dieson dann kurze Zeit konstant behalfce, 
d. h, damit dio jmsitive Of-Achse sinko, dor Schwerjjunkt 
also der Riebtung der Schwere entgegen ateige, ist oin 
Moment?! orforrlerlicli, das iu dor Riebtung dor wchsonden A 
wirkt, also die Prllzession zu bcsclilounigen suebt, was mifc 
(lor Erfahruug stimmt Natlirlich ist diesc^.r Beweis bier 
nur anwendbar, solangc sicb dureh das Waclison vou C die 
iibrigen Vorhaitidsso nocli riicbt goandort haben. Aus den 
Glciclmngen 121) ergibt sich natUrlich uninittelbar 

d?( _ dg 

BC' BA' 

liibenso ist 

6 0'^ BIT* 

aber uicht 

BJi _ _ ^ 

'BB^ BA' 

wegen 

dB"~ 

Bezllglich des Nachweisos, daB sich dieser Satz auch 
auf alien jonen Gebioteu der Warme- und Elektrizitatslebre 
und Ciiemio bcw^Iirt, wo Gloichuugoii gelten, die mit den 
fill' verborgoiio Bewogungen geltenden raechanisobon Gloi- 
cliungon analog sind, inuB bier auf die zitiorte Original- 
abbaudlung Helmboltz* verwieson werden. Es sei hier 

14 * 
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nur nodi darauf hingewieseu, daU sich dio Beziolning 
zwischon dem Prinzipe dev klcinaten Wivkung wnd dom ZAvciten 
Hauptsatze auch insoforu licwlllirt, ois die meistoii Relationeu 
(lie man so orhS,ll, sonsl niittolat des zwciton Hanptsatzes 
bewicsen warden. (Bezichung zwisclien Kompressiouskoeffi- 
zient Oder Elastizitiltsmodul iiiul Tcmiieratiirilnderuiig boi 
Komprossion oder Delinung, Volumandoining beiin Sclimolzen 
und Schmelzpunktsandorung diuch Dnick, tliermoolektro- 
motoriscUe Kraft uud PcUiorphfLuomon, Wilrmecutwickluug 
in galvanischen Elementcn und Abhilngigkoit iliror eloktro- 
motoriscbon Kraft von dcr Tcmpovatuv etc. etc. Ebenso 
mu6 ich bozDglich einor Rciho anderor Lolirsiltzo und Rezi- 
prozitaten eowie bczliglicli der weitoren Anwendungoii in 
der Wttrmeleliro und aller Anwendungon in der Elektro- 
dynamik auf dio Originalabhandlting venvcison, da sich die- 
sclben zu weit vom Boden der reincn Mecbanik ontferiien. 


V. Dio Hamiltou-Jacobischoii partiollon 
Differoutialgleichimgeii. 

'/ § 55* Das Prinzip der variierenden Wirkung. 

Wir keliron iiini wieder zii clem ganz allgomoiiion im 
§ 30 betrachtetou Fallo zurllck, habon abor die Absiclit^ die 
Art und Weiao dor Variation oinor Roilie von ncuen be- 
schrftnkenden Redingnngen zu unterworfen. Es soli ein 
liolonomes System von n nmteriellen Punktou diirch be- 
liebigo generalisierto Koordinaten ^ bestimmt 

seiu. Die lebendige Kraft T soil eino gegobono, dio Zeit 
nicht enthaltendo iVnktion der Koordinaten und gonerali- 
sierten Gosclmindigkeiton (reap, dcr Koordinaten und 
Momente) soin; es soil eine Krnftfunktion V oxistieron, 
welche ebenfalla eine gegebeuo Funktiou dor Koordinaten 
sein soil und wclclie letztero dio Zeit auch explicit ent- 
halten kann. Die Zahl s der genevallsiGrton Koordinaten 
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soil jedocli geuau gloich der dor Freihoitsgrade dos Systems 
sein, so daiJ zwischen deu generaliaierten Koordinateu koine 
Bedlngungsgloichuugeu molir bostohen. Es ist flies er- 
fordcrlich, damit sp^ter die i^^d pi, unabhUuglg von- 
eiimnder variiort \Yerdon kbnneu. 

Dio allgomcinen Bewegungsgleiclmngeo 50) und 51) 


lanlen dann 

wie folgt; 



286) 


dqk _ 
(1 1 

OAT- V) 
Op), 

wobei 




Qn = 

dT_ _ 

9(7’- 10 


dp'), 

0p\ 


1 lurch diese Gloichungen und die Werto und ql^ wolche 
silmllicho Koordinaton und Momente zu einer bestimmton 
Zoit die wir jotzt immer don Zoitanfang nonncn wollen, 
luiben, ist oino bestimmto Bcwogung oiiideutig bestimmt, 
welcho wir dio unvariiorto Bewegung iionnen. Wir lc5nnon 
fllr dieselbo die einer beliobigen Zeit i zugehdrigon Werte 
der Koordinaton und Momente aus den Bewegungsgleiclmngon 
als Funktionen von pX und q\ berochuen. Wir k^nnea 
auch die Werte, welche zur Zoit I die Gr5Bon T und V 
und Bomit aucb don Wert, wolchen das Integral 

287) J [T^V)dl 

hat, als b'unktion der 2 s Aufangsworto und q% und der 
Zoit t boroclincn. Es ist jetzt bequomer die obore Gronze 
niclit mit dem Index 1 zu verseheu, sondern sie obenao zu 
bezeichnen, wie dio Variable t imtor den Integralzeicben, 
nacb ^Yolcher integriert wird, da die letztere bald in unsoren 
Formeln nicht mohr vorkominen wird und os dann l^stig 
wUro, den Index 1 i min or niitzuschleppen. 

Da wir die Bcwogungsgleichungeo als gegobon annehmen, 
so erhalteu wir durch Integration derselbeu s Gloichungon, 
wolche uns die s Werte der Koordinaton pj^ als Funktionen 
der 25+1 Worte von pi, ql und t ausdrlicken. Aus diesen 
s Gleicliungcn zwischen den 35+ 1 GroCen pl^ p^, ql und 
i konnon wir die s GruBen ql als Funktionen dor 2^+1 
Werte von pi, und i ausdrlicken. Substituieren wir die 


■i 


i'l 
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SO orlialtenen Ausdrllcke von qi in dio GroBe W, wolcho 
wir ja schoD oben als Fuuktion dor 25+1 GriiBou pi, ql 
und i ausgodruckt haben, ao erhalten wir fllr IFeinon Aus- 
druck, welohor mu' die 2^+1 Variaboln pi, und t ont- 
halt, so daB also W als Funktion dieser Variabcln dargostellt 
erscheintj was wir die Hamiltonsclie Darstclluugawoiso 
nennon wollen. 

Wir woUon nun wio bisher immer nebst dioser, dor 
unvariierten Bowogung, oine von ibr unondlicli wenig ab- 
weichende variicrte Bewegung betracUton. 

Ubor das Vcrbftltnis der boidon Bewegungen macbon 
Nvir jetxt die folgendon spe/ieUen Voraussetzungen: 

Der Zeitanfong soli fbr dio variierto Bowegung, 
gonau derselbe sein, d. li. die Ifnnklion V soil, wonn sie die 
Zeit explizit onthillt, zu Anfang dor variiorten Boweguiig 
dieselbe Funktion der Koordinatou soin, wie zu Anfang dor 
unvariierten. Sie soil aucb zu jeder Zoit i der variiorten 
Bewegung dieselbe Funktion der Koordinaten Bcin, wio zu 
deijonigen Zeit i der unvariierten Bewegung, welcbe voin 
Zeilanfang der unvariiorton Bowogung ebonsowoit absteht, 
Avie die erstere Zeit t vom Zeitanfang dor variiorten Bo- 
wegung. Wir wollen dio solcbon Zeiton cntsprechondon 
Zustilnde wiedcr korrespondierondo nennon und sagon, dor 
eine sei der Zustand cler unvariierten, dor andoro der der 
vaviierten Bowegung, wolcber zur Zoit I stattfinclet. 

Da wir vorlHufig als absolut invariabel botrachten, 
80 brauebten wir nirgonds bervorzuheben, daC die betreffen- 
den GroBen auch Funktiouen von Bind. 

Es sei bier nocU die folgende Bemerkung beigefUgt, die 
iibrigens auch auf dio in don vorigen Abschnitteu bc- 
bandoUen VaTiationsprobleme Anwendung Rndct. WUrde V 
die Zeit nicht explizit enthalten, so ware dio absolute Lago 
des Zeilpnnktes in der Zeitreihe nattlrlich vollkommen 
gleichgUltig. Dieso absolute Lage in der Zeitreihe kbimto 
fUr dio variierto eine audero als dio ftlr die unvariiorte 
sein; es kftme bloB darauf an, daB die Zeitabstilndo 
korrespondierender Zustilndo immer glelcb wllven, so daB, 
wenn irgend ein Zustand A dor unvariierten BeAvegung ziir 
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Zeit und der koiTespondierende Zustaud B der variierten 
zur Zeit t' stattfande, t' ^ ^ ware. Es wiirde dann 

t' die der Zeit / korrespondierende Zeit beiBen. Dooh 
ist die Vorstellung eiutachcr und nicht weaeiitlich ver* 
schieden, daB I* und i identisclie Zeiten sind; ebenao 
und Iq, Wir wolleii uns daher imnier dasselhe matorielle 
System zur solben Zeit doppeJt in zwoi nabe gloicbou Zu- 
stiinden vorhanden denken, ohne daB das eine Exemplar dcs 
Systems das andere irgcndwie beeinfliiBt. 

Es soil nun gegenwlirtig spezicll die Variation so aua- 
gefllbrt werden, daB nicht nur die Form der Funktionen T 
und V samt alien darin vorkommenden konstanten Para- 
metern vollkommen unvariiert bleiben, sondern daB aucb 
bebufs Erzeugung der Variation der Bewegung nicht die 
niindesten Zusatzkr^fte wirken, so daB die zu irgend einer 
Zoit der variierten Bewegung wirkenden KrUfte wiedor genau 
gleicli den partiellen Ableitungen derselben Funktion V nach 
den Koordinaten sein aollcn und nur deshalb andere Werte 
haben k5nnen, wcil die in diesc partiellen Ableitungen zu 
substituiereuden Werte der Koordinaten boi der variierten 
Bewegung etwas andere als iin korrespondieronden Zu- 
stande der unvariicrton Bewegung sind. 

Dio Variation des Intcgralos W soli also in diesem 
Paragrapben und im folgenden bloB durcb drei TImstande be- 
wirkt sein: 

1. Sollen die Anfangsworte der Koordinaten flir die 

variierte Bewegung etwas andere als fiir die unvariierte 
sein. FUr die erstere soil der Aufangswert dor k-im Ko- 
ordinate fur die letztere sein. 

2. Soil die obere Grenze des liber die variierte Be- 
wegung erstreckten lutegrales W nicht die der oberen 
Grenze des Uber die unvariierte Bewegung erstreckten lute- 
grales entsprechende Zeit t sein, sondern sie soli um 
weiter vom Zeitanfango absteben als bei der unvariierten 
Bewegung. 

8. Sollen die Anfangsworte der Momente fiir die 
variierte Bewegung ebenfalls etwas andere sein, als fiir die 
unvariierte. Der Anfangswert des A-ten Momentes soil fUr 
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die variicrte Bewcguug qh + d'qn, flir die unvariiortc Be- 
wegung soiii, Doeh wolien wir nicht die Gr5B6n 
in uusore Formeln einfahveu, soadern dio Variationen lipj^ 
dor Endwerte dor generalisiertcn Koordinaten. Unter 
veratehen wir die QrdBe, welcho inaii zuni Worto, doii die 
/i-tc Koordinate boi der uuvarueitcn, voii don Aufaugawevtou 
und auagcliendon Bowogung zur Zeit t hat, hiozu 
addierca mu6, um den Wert zu orhaUen, don dieselbo 
Koordinate bei der variierton von don Anfangswortou 
und qh+SgH ausgehenden Bewegung zurZGit/+^T/ 
Imt. Dagogen soil, wio sebou bomerlct, die Beschaftenliolt des 
materiellen Syatonis vollkommen unvenindert bieibon, die 
Kraftfunklion soil dieselbo Funkiion dor Koordinaten und 
eveutueU dor Zoit bieibon und es soUon zu don durch 
sie bediugton KrUften keino neuen, nocli auoli irgendwelcho 
andere RuBore Einwirkungen liinzutroten* 

Wir bezcichueu nun mil <) W don Zuwachs, don IF, 
also (las Integral 287) dadurch orfUbrt, daC 

1. die obere Grenze dor Integration I + <)'t statt i ist; 

2. die Anfaugswerto dor Koordinaten + Spu stalt 
sind, uud . 

3. die Aiifangsworte der Momento so gowblilt sind, daB 
bei den neuen Anfangsworten dor Koordinaten irgend eine, 
z. B. dio We Koordinate zur Zeit ^ + don Wort 

hat, wahrond sie bei der unvariierten, von don altou An- 
fangswerten ausgehenden Bewegung zur Zeit / den Wert 
liatte. 

Da dio Qleichung 207) fl\r jede beliDbigo Variation gilt, 
so rauB sie auch fUr diesen speziollon Pall golten. Wolcbe 
Werte also auch immor dpi, ()'p^ und haben mogon, 
man hat jedesmal 

288) d' IF + p (q, rfp, ^ qH d'pH] . 

§ 56. Die beiden Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleiohungen. 

Wir wolleii nun unter den partiellen Different! aU 
quotionton der GroBe IF, wenn wir nicht ausdrlicklich sagon, 
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<la6 wir es anders meinen, iramer diejenigen vcrsteheo, 
welclie man erhalt, wonn man W in cler Weiso ausdrlickt, 
welche wir die Hamiltonsche genaunt Luben, also als 
Funktion der p^f pu wnd der Zeit wobei ^vh* die Ab- 
hangigkeit von da dieses immer als konstaut betrachtet 
wird, niebt weiter berUcksichtigou, Ea ist also d TV jdt der 
durch den Zuwachs () t der Zeit dividierte Zuwacbs d, IK 
des IK, welchor entsteht, wenn die obere Grenze dea Intc- 
grales 287) urn d'i wiichst, aber die Eoordinatenworte fiir 
die untero und obere Grenzo diesolben bleiben, also 
=: Spf^ =0 ist. Dann orli^lt man aber aus der Glei- 
chniig 288) 

289) d] TTjSi, 

dahor ist: 

290) - = -r- V=^-E, 


was man als die orste Hamiltonsche partielle Differential- 
gloichung bezoichnet.^) 

Ebeuao ist d Wfdp^ der durch den Zuwachs des 
fUr (lie obere Gronze des Integralcs 287) geltenden Wertes 
der /z-ten Koordinate dividierte Zuwachs W des IK, 
welcher entsteht, \Yenn die beiden Grenzen des Intcgrales 287) 
sowie die Anfangswerte allor Koordinatenunverlludert bleiben, 
die Anfangswerte der Momonte a\)er sicb so andern, daB 
auch (lie fiir die obere Grenzo des Integrales 287) goHonden 
Werte dor Koordinaten alio bis auf p^ konstaut bleiben. 
Daclurch erli^lt man aber aus Formel 288) 


Es ist also 
291) 




d IK 

Spi, 


= ?*• 


Endlioli fiudet man in gleicher Weiee, indem man ii\ 
Formel 288) alle Varintionen gleich Null setzt, bis auf d^jg 


292 ) 


d W 




Bei konatanten pjj und wfire natUrlicU d rK/3^ = T— V * 
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Ea mag hier niir beil^ufig bemorkt werden, daB 
gerade so, wie wir bishor unverJlnclert lioBcn und nur die 
obere Grcnzo i des Integrales 287) ^-nderten, auch umgekehrt 
die obere Grenze konstaut halton und verilndern kbnnen, 
dann haben wir in W, das ja Funktion von und i isi, 
letzteres konstant zu lasson, so duB also bei koustantem i 
die GrBfie W ale Funktion von uud auszudrlioken 

ist. Dann folgt aus 207) 


293) 


d w 




was man die zweite Hamiltonsche partielle Differential- 
gleicbung neunt. Die beiden Gloiobungon <5 = < 7 ^ 

und dWjdpi^ — qh bleiben ungoilndert, da dasolbst 
und t konstant zu betraohten sind. In dor Tat siud die 
2s + 2 GrbBon i uocl dieju^ und alle independent von- 
einander veranderlicb. und i sind fttr jode Art dor Be- 
wegung ganz willkUrlich. Sind dafiir bestimmte Werto ge- 
wahlt, so beatimmon die pi i^nd P;, die Art der Bewogung, 
also dio2s Integrationskonstanten derBowegungsgleicliungen. 
Weun uUmlicli die p^ ala Funktionen von t und 2 s Into- 
grationskonstanton gegebeu sind und man in die botreffen- 
don Gleicbungcn einmal t = ^ dann t — solzt, so erbUlt 
man 2s Gleichungen, aus denon jene 2.9 Integrationskon- 
stanton als Funktionen von und den 2hi Pu he- 

stimmt werden kbnnon. 

Wir woUen une Uhrigens hier um dicso zweite 
Hamiltonsche partielle Differontialgleichung niclit weiter 
klimmern, sondern zunilchst bloB, um die Art dor Bildung 
(lev hier vorkomroenden partieUen Differ on tialqwotien ten zu 
illustrieren, die Gesetze der Bewegung oines froien mate- 
riellen Puuktes von der Masse m iin Raume, aiif den gar 
keine Krafte wirken, also das Tr^ghoitsgosotz als bekannt 
voraussetzen und daran die Riohtigkoit der Hamiltonschon 
partiellen Diftbrentialgleichung 290), sowie dor Gleicbung 
291) und 292) verifizieren. 

Es seien die drei rechtwinkllgen Koordinaten 

des Puuktes, /j, /g, p\ die konstanten Komponenton seiner 
Gesohwindigkeit in den drei Koordinatenrichtungen, Dann 
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ist; weil dio Bewegung des Punktes geradliDig und gleich- 
Tbrinig ist: 

294] I ~ P2=P\^^ - Q +P'> 

^ Pa = P'a “ ^o) + pI > 

ferner 


296) I ^ 2 ^ 3 + Z’ a) 2 (/ - g’ D/'i + 

1 +iP2" P\? + (^3 - • 

V ist konstant, clalier: 

29G) 1F= 

Biese GrdBe muB orst als Funktion von p und p^ 
ausgedrlickt werden. Da: 


297) 

ist, so folgtt 


px - Pi 


298) ir=^--[(,;^-,,j)H(;^2-K)H(;Ps-i’S)^]- 

Nun hat man nacli den siebon als indcnpendent zu be- 
trachtenden Variabeln tj p und p^ partiell zu differenzieren 
und erhillt so 

Es ist also in der Tat dio Gloichnng 290) erflillt. Ebenso 
ist gcmaB der zweiten Hamiltonschon Differentialgleichung 
~~ = T 4- K. Pernor wird 


^ ^ - p ?) 

^Pi U-Q 


vip^ == 


und ebenso sind dio Ubrigen der Gleichungen 291) und 292) 
erflillh ist das Bewegungsmoment nip\ ^ d Tldp\y in 
wolchem lotztereii partiellen Differ entialquotienten aber 
die ]) und p' als indepcndente Variabcln zu gelten babon. 
ist wegen der Konstanz der Goschwindigkeitskomponenten 
gleich (7j. 
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§ 57. Anwendung der ersten Hamilton sohen partielleu 
LifFerentialgleiohung. 

Wir liabcn in dicsom Boiapiolo die Intograle dor Be- 
wogungagloichungon ala bekannt vomusgeaotzt. Wo die 
Hainiltonscbo partiollo Differontialgloichmig praktiscli zur 
Anwendung kommt, liegt die Sacbe natlirliob andora. Da 
iat bloB T als Funklion der p uiul p\ oder p nnd g, V aber 
als Funktion dor p unci oventuoll dor Zeit i gogcben. Die 
Idtegralo dor Bcwogungsgloiohungon aind unbokannt. ifan 
hat also zunachst, wenn T nls Funktion von p uiul p' ge- 
gobcu ist, durch i)articllc Difforentiation nucb don ;/ die 
Grbbon g za bilden, dann dicsc statt dor;/ in jf cinzufUbrcii, 
so (luB jotzt T als Funktion von p uiul q erfiolioint, Darin 
bat man statt zu aubstituioren dWjdpj^ uud (leu so or- 
halteuon Wort von Tin dio orsto Hamiltonscbo partielle 
Differeatialgloicluing 290) zu substituioren. Die Poiin, 
wclche dioso cladurcii annimmt, woHcu wir syinboliscb durcli 


80)) 





5 IF 
df 


+ F 



0 


bezoiebnon. 

Dioaolbo ontbUlt in bokanntor Woiso dio s + 1 in dieser 
Differentialgleiclmng als die indopendonten zu botraclitoiulen 
Variaboln p und i und die partiollon DiHorontialquotionton 
der als Funktion dieser indopendeuton zu sucliondon Unbe- 
kaunton IF nach don indopondenten Vaviabelu und zwav 
den partiollon Difforoiitialqiiotionton diFjdt linear, von den 
ubrigen partiollon Difibrcntialquoticnton d W/dpf^ abor dio 
Quadrato und Produkte jo zwoier. 

Alto diesG OporationcMi kann man vornohinen, olino die 
Integrale der Bewogungsgloicbungon zu konuon. Um nun 
lotztoro zu findoii, ist os durchaus nicht nbtig, dio allgenioino 
Ii5sung dieser partiellou Di(l‘ercutialgl(iiclu\ng aufzusucbon. 
Es genligt, wenn man sich in irgond oinor Woiso ein so- 
genanntes vollstbndiges Integral vorsclmft’t, d. b. oino Funk- 
tion der 5+1 Variabeln und wolcho der jiartiollen 
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DifftM-ftntialglcichung geniigt inul genau so viele willkUrliche 
vonehmndev 'imabbangigo Konataiiten enth^lt ais partielle 
Differentialquotienten erster Ordniing in (ler Difi'ereDtial- 
gleichung vorkommcn. Es komnien deren in unserer Dif- 
fercntialglciclumg s + 1 vor. Oa aber die Unbokanute IF 
iindilTerenzicrt in dor Gleichung nicht vorkommt, so kommt 
eine Koustante jedenfalls additiv zii IF hinzu iind spielt 
spilter, da wir imuier nur dio Difterentialquotienten von IF 
braucl^en, gar koine Rolle. Es genligt also eine Ldsimg dcr 
Differentialgleicbung zu linden, welche ^ voueinander unab- 
hllngige willklirlicho Konstanlon ...i ontha.lt, von 

deuen keino additiv zu W hinzutritt 

Wonn wir die mechanische Aufgabo vollstUndig geldst 
batten, so kbnntcn wir als Punktion vou t, pi aus- 
dvUcken. Diescr Wert des W (or heiBe IK) wUrc ein voll- 
stllndigos Integral der Hamiltonschen parti oUen DilYoven- 
tialgleichung 294), da or derselben gciiUgt und die 5 will- 
knrlichen voncinander unabhangigen Konstauten pi enthalt, 
von dcnon koine additiv zu IF hinzukommt. Dcnn fUr 
I ==: /.^ ist TF = 0 . 

Wir setzen nun allordings voraus, daD wir die mccha- 
nische Aufgabo noch iiicht gelost haben. Wir kennen daher 
auch dieses oine vollstandige Integral der Gleichung 294) 
nicht. Aber wir nehmen an, dnB wir irgondwie ein andores 
voUstilndiges Integral gcfundon batten, also cine die partielle 
Differentialgloichung 294) orftillende Punktion von i, den 7 ;^ 
und noch 5 willklirlichen voneinandcr unabhangigen Kon- 
stanton von deneu keinc additiv zu dicser Punktion 
hinzukommt. Dio Kenntnis dieses beliebigen anderen voll- 
stilndigcn Integrals genttgt dnnn, um durch bloB partielle 
Dinorontiation s Gleicbungen zu finden, aus denen die s 
unbekannten Variabeln so als Punktionen dor Zoit und 2^ 
unabhllngiger Integrationskonstanton ausgedriickt were! on 
konnen, daB sie dio Bcwcgungsgleichungen 28G) der mecha- 
nischon Aufgabe crfllllen, wodurch also die mechanische 
Aufgabe vollstUndig gelbst ist. 

Wir wollcn diesos andere noch um eine (s 4 - l)-te 
Konslante vermehrte vollstUndigo Integral augenblicklich 
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[Gl. 302. 303. 


init spMer aber wicder mit; W ohue Index bozeiclnien. 
Die durch das Integral 287] definiertc Wirkung W fut 
unser mochanisches Problem ist, als Punktion von tj p und 
ausgedrttokt, oin vollstandigcs Integral der particllen 
DlfferenUalgloiobnug 301). W' vovwandelt sich, wenn man 
die p durch und t auadrUckt, in oino Funktiou von 

p^j / und L Nimmt man an, jodes andoro vollstUndige 
Integral IF" der partiellon Differontialgleichung 301) stelle 
dieselbo Wirkung dar, d» h. dieselbe Punktion der Zoit nur 
unter EinfUhrung andoror Konstanten statt dor Anfangs** 
werte, so khnnen dio Intcgrationskonatanten dos oinon voll- 
stS-ndigon Integralce niiv Funktiouon dor Integrations- 
konstanten des andoren, also liier die nur Punktioncn 
dor a sein und es muB IF' sich idcntisoli in TF" vor- 
wandeln, wenn man fhr dio tlarin dicso Funktionon sub- 
stituierb. Difforenziort man das so erhaltono IF" partiell 
nach irgend einem or, z. B. nach so folgt: 


302) 


d(x,, ^ dPi^ d&h 


Nun kdnnen die wiedcr nur die Intogrationskonstanton 


d IF^ 

euthalten. Foruor sind nach Gleichung 202) dio gloich 
den negativen also auch IntogratiouskonstaiitoiK Es ist 
also die ganzo rechte Soito der Gleichung 802) eine bloBo 
Funktion der Integrationskonstanten; sotzt man sie gleioh 
(9^, so verwandolt sich die Gleichung 802) in 


308) 


d W" _ o 


welche Relation $ Gleichungon darstollt, aus donen die 
5 GrbBon p^ als Funktionon dor Zoit und dor 2 .9 Integra- 
tionskonstanten a und gofundon wordon kdnnon, womit 
dio Integrate der Gleiciningen 286), also des mechanisclien 
Problems gofundon sind. Beroclmot man die ;/ und setzt 
in den botroffenden Gleiclumgou und don Gloichuugon 803) 
so kann man leicht dio u und /? durch dio und 
ausdrUcken. 
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§ 58. Direkter Beweis der Riohtigkeit der im vorigen 
Paragraphen gefundenen Resultate. 

Wir wollen im folgenden, ohne uns auf eine Diskuasiou 
einzulassen , welcher ErgS.n7,ungGU die SchluBwcise am 
Ende des vorigeii Paragraphen bediirfte, blo6 auf die ein- 
fachate Art beweisen, dafi die in dor bcscbviebeuen Weise 
mittela der Hamiltonscbeo partiellen Difterentialgloichung 
far die gefundenen Funktionen der Zeit wirklich die ge- 
suchte LBsung der mechanischon Aufgabe sind, und zwar 
wollen wir diesen Beweis nach dem Vorgange Jacobis 
liefern, indcm wir durch nacbtrdgliche Differentiation zeigon, 
daB die Funktionen der Zeit, welcbewir naebunsererMethode 
fl\r die;? erlialten und welcho auch dio erforderlicbe Anzahl 
willkUrliclier Konatanten enthaltcn, wirklich die Bewegungs- 
gloichuDgen 286) crfullen. 

Wir mllssen da bloB dio partiellcDiflerentialgleichung 294) 
als gegeben und ein vollstandiges Integral W derselben mit 
5 Yoneinander unabbilngigen Konstanten ofp 
von denen keine additiv zu W hiiizuiritt, als gefuudea be- 
tracbtoii. Wenn wir dann 

304) /.= !, 2, ...5 

setzen, so erhalten wir ^ Glcichungon, welche die Qrofieoji?^ 
als Funktionen von t und den Konstanten und be- 
st! m men. 

Von diesen Funktionen liaben wir nachzuweisen, daB sie, 
was immer fUr Werte die Konstanten cc^ und haben mSgen, 
immer den Bewegungsgleichungen 286) geuugen. Unter 
verstehon wir vorlilufig nichts auderes als den partiellen 
Diflforentialquotienton des W nach wobei W als B'unktion 
von dor;?^ und der anzusehen ist. Die Gleichungen 291) 
siud also jetzt nicht als durch Reebnung gefundene Rela- 
tionon, sondern vielmehr als die Dofinitionsgleich ungen fur 
die q anzusehen. 

Der Annahme gemO-B geniigt W far alio mbglicbeu 
Werte der Konstanten der partiellen Differentialglei- 
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clmng 301). Man kaun doher diose Gleichuag aucli nach 
irgend einem u partioll difteronzioren. Daboi wird die 
darin vorkommende Gr^jBe d Wld'p^ als Funktiou von 
dev uud dor zu betracliten eein, Man erlitllt also 
durch partiollo Differ eutiation der Gleicbung 801) nacli 


IK 




Dio Difforentialquoticnton der p nacli dor Zoit, die 
wieder durch oinen oben angohlingten Strich markiert worden 
sollen, folgon durch Differentiation der Gloichung 303) nacb 
der Zeit, die ja dio Abhaiigigkeit dor p von der Zoit angilit, 
wodurch man die mit don Gleichungen 804) idcutiachen 
Gleichungen 


804) 


d^W 

d id a,i 



dpidotf,^^ 


JUY 

d id rtf, 



erhlilt^ donen wir wiedor dio Nummor 304) gebon. Dieso 
Relation 304) reprUaentiert uns s linenro Gleichungou fllr 
(be GrbBen wolebo dai*au8 als Funktionon von Pj^ und 
gefunden werdon kbnneu, odor aucli als Funktiouen von 
i, und da dio p^^ durch dio Gloiclmngen 803) als 
Funktionon von und ausgodrbckt worden konnen. Dio 
Koeffizienton dor p'. \xnA das von p\ froio GHed in don 
Gleichungen 304) sind abor ganz dieselbon, wio dio Koofli- 
zienten der GroBen dEjdq^ und das nicht mit dioson 
GrbBen multipliziorto Glied in don Gloicbnngen 305). Wonn 
man (labor die lotzteren Gleichungen als s linoare Gloich- 
ungen flir die GrdBon (5^/0 auffaBt, so erbillt man dieso 
GroBen gonan durch clioselbon Determinant on ausgodvbckt, 
wio die GrdBon p\y wonn man lotztore aus don s lineareu 
Gleichuugon 304) bestimmt, Wir seben also, obno daB wir 
alio diese Determinauten hinzusehreiben branch on, ein, 
daB allgemein 
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soiu mu6. Diflereuziercn wir anclcierselts die GleichuDg 291) 
DRch cler Zeit, so erbalten wir: 


307) 


(U dtdpn^ jZ] d Ph » 

I 

d tdpK dpu Oqi 


Andereraeits ist die Gleichung 294) identiscb erfullt, wenu 
man darin W als B'unktion von pj^ und cc^ substituiert 
und fUr die d I dp^ die in diosem Sinne genommeneu 
partiellen DitTerontialquotienton einsotzt. Es muB daher 
aucb der partiello Differeniialquotient der linken Seito tier 
Gleicbung 294) nach p^ gleich Null seiu, bei desaen Bildung 
man t und die ala konstant anzuseben, die aber als 
Funktionen von p^ und zu betrachten hat, so daB 
in doppelter Weise zu dififerenzicrcu ist 1. vvoil es explizit 
die GrSBo Pj^ ontbalt, 2. woil die darin vorkommeudeu 
GniBen Funktionen von p^ sind. Sotzt man den so 

gebildeten particlleu Diflerentialquotienten der Gleichung 
gleicb Null, so ergibt sich: 

IJi ^ 0 

dtdpu ^Ph’^ ^ ^qi ^Ph 
1=1 


Subtrabiert man dies von dor rechten Seite der Glei- 
cbung 307), 80 folgt 


d i 


dE 

(iPh 


& = 1, 2, . . . s. 


Es iat also bewiesen, daB die Diflerentialquotienten der 
nacb der Zeit genau durch dieselben Qleichungen gegeben 
sind, wolebe fUr die meclmnische Aufgabe golten. Anderor- 
aeits iat aucb durcb die Gleichungen 300) bewiesen, daB 
die p\ aus E oder T (da ja 

ist) in derselben Weise wio beim mechanischen Problemc 
zu bilden sind. Da sie also dieselben linoaren Funktionen 

Boltzmann, Mecbanlk 11. 
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der q,^ sind wio boim mechanischon Probloino und da wir 
schon sahen, daB dio Dift'erentitilqtiotienton dor iiacli dor 
Zoit dieaolben Worto wie beira moclmnischon Probleme 
babon, so folgt bioraus, daC auch dio Aliloituugon do.v 
uach der Zeit dieaolben Werto wie boim mocbanischen 
Probleme haben, also durcb dio Oloiclmngon 286) bestinnint 
sind, Es ist aoinit ganz allgonioin bowiosen, dafi die durch 
dio Gleichungen 304) als Funktionon dor Zeit mid dor 
2 s Integrationakonatanton uiul /9y, boatimmtcn Wcrte 
der dio Integralo dor meclianiscbon Difforontialgloi- 
chungen sind. 

I Die Ausftlbrungon doa § 57 Inaaon wiodor so recht 
deutlicb die vmivcrsollc Bcdeiitmig des Euovgiobegriffs or- 
kennen. Man brauclit bloB dio Enorgio ala Piinktion der 
Koordinaton und Momenlo zu konnon und man ist nntor 
Beiziohung dor orfordorliclien Anfangabodingungon ohno 
woitorea imataudo, die zeitlicho Voriliulorung allor Koordi- 
naten zu berechnen, ohno daB man ihro goomotrischo Bo- 

doutung zu wissen brauclit. Dios folgt Ubrigona auch schon 
aus. d.on Gleichungen 72). 

/ Falla F dio Zeit nicht oxplizit onthUlt, kann man diose 
Variable immer aus dor parliolloiv Difforoutialgloichung 301) 
hiuwegsehaffen, indoin man setzt 

308) W=.ut+U, 

woboi U nur Funktion dor Koordinaten aoin soli. Dio Diffo- 
rontialgleichung 301) vorwandolt aicli dnnn in dio folgondoi 

309) + 

wobei (las Symbol auadvUckt, da(J mon in di(> 

Funktion V fUr zu substituievou hat dUjdpf^, 

§ 59. Bereohnung der Wurfbewegung aufl dor Hamiltonsohen 
partiellen Differentialgleiohung als einfaohstes illustrierendeB 

Beisplel. 

Wir wollen nun zunilohst dio Bodoiitung (li(i8Gi* Forniel 
au einem mbglichst oirifaclioii Boispiolo orbrtoni. Wir 
nehmen an, daB uns die Gesotze dor Wuifbewogung nocli 
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unbekannt wiivcn und daU wir clieselben aus der Hamilton- 
Bchon partiellcn Difl'orentialgleichuDg ableiten wollton. Es 
aei uns ein einzigor vollkommon froier matcriellor Punkt 
mit dcr Masao m und den drei veeUtwiukUgcn Koordiuaten 
Vt ^ gegeben, auf den iiur die Snhwerkraft wirkt. Die 
konstante Riclitung dicser letztoren wahlen wir als positive 
^-Aebse und bozoichnon die ebenfalls konstante Besclileunigung 
der Scliworc mit g, Dann ist: 

5 = 3, Ih = ih ^ 

V ^ — mg 

= mx', = my\ 7’= ^^{q] + 7 * + 7 “). 


^ mg X 


In den letzteren Ausdruck sind statt der q die partiellen 
Difforentialquotienten von rospektive wenn man, da V 
die Zeit nicht oxplizit enthalt, die Glcichung 309) anwendet, 
von U nach den Koordinaten zu Bubstituicron. Es wird also 

und die Gleicliung 309) goltt dalicr llbor in 
310) « + 

« I \ V .V / ^ V 

woboi W gleioh C4t + U isl. Da os sich nnr urn die Auf- 
findung einos vollstandigen Integralea liaudelt, so wollen wir 
sotzoii: + U^y wobei V^ nur Funktion von <c, 

nur Fnnlction von jy, nur Funktion von z sein soli. 
Die partiellcn DifTcrcntialquotionten verwaudeln sicli dann 
in gewdhnliche und die Gleicliung 310) geht tiber in 


1(8 uy , 

/d uy , 

(d ny 

Iwap) "** 

(-57) + 

U*.) 


2am + 


(d v^y (dv,y, (du,y 

i-rfjj + [-di) + IrfTj 


2m^gx = 0, 


welclie siclior erflillt ist, wenn wir setzon: 


^ ^ - ya,-\-2m^gx 

Aug den Gleicliungcn 311) folgt; 

f/j = «j a; + Cj , f/j = y + <?2 

^^8 = *+ ^ 8 > 


311) 


d 

~dx 


* 1 ) 


15 


V. § GO. liHijitwcho Koorfliimteii. 


228 


iGl.ftii. 


daher, da dio Konstaateu C, , C.^, alle additvv 7.u IF hin- 
zukoranien und dcsbalb weggolassen wertlon kdiincn 


TF = - + «,) 4- a: + a^V + 

Setzon wir 

8 IK _ . S IK _ „ Sj'i' _ A 

8n, 8(itj >«(/' 


80 orhalten wir also dio drci Boweguugegleichungon in dor 
Form: 


*■-7,4 + A. !<“=■' + A. 


7n 


wobei 


/2 

^ ^ + 2/93 ^ j 


^.1 


^ "8_ 
<7" 2?;iV 


eine einfacliere atatt eingofUhrte Koiistanto iat Dios 
sind in dor Tat dio gowdhnliclion Bowogungsgloiclumgoii 
ftir einen gcworfenen Kbrpor und es sind auch 


d W 


d w 

= a, 
oy 


d IK ,/ r-o— o— 

= y«8 'I- 

boznglicli dor Koordinaton- 


dx by ~ 

(lie Alomente 7)1 x\ my und mz 
achsen, 

Wir wollen uuu zu FUlIou llborgohen, wo dio Hamil- 
touscbc partvellc DiffevenUiilgloicUung von wirklichom Nutzcu 
ist, die also nicht molir bloB den Charakter erlilutorader 
Ueispiole haben, Wir milsso.n da zuntlcbst eiuo oigoutl'imUcho 
Art goneralisierter Koordinaten, die sogonnnnton elliptiecheu, 
kenuon lemon. 


§ 60. ELliptisohe Koordinaten« 

Es soien droi voneinander verscliiodenc positive, eia 
fUr allemal Iconstanto GrbBen gegeben, deron grdUte wir 
mit aj, doron mittloro init Cg, deren kleinsto wir mit ^3 
bezeichnon, so daB also: 

^ ^ * 
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Forner seien x^, die rQchtwlnkligen Koordinateii oiaes 
Punktes im Raurao. Wir denken uns fiir einen Augeublick 
auch diesen Grblien a;j , rCg bestimnite konstaute endliclie 
roclle, von Null vorscliiedenc Werte erteilt. Daiin ^drd der 
Ausdruck 

j 

-h A a'l + A al + A 


eine Funktion yj (P.) des Wertes von P. soin, den wir augon- 
blicklich allein ala variabcl betrachten. 

Wir wollen eine negative GroBo als um so kleiner be- 
zoichnonj jo groBer ihr Zahlenwort ist, was wir eiue Gn- 
gleicbheit rait Einreebuung des Vorzeichene noniicn wollon. 
Dann wacbafc ^//(X) kontinuierlicb von 0 bis + oc, A, \\, bis 
zu einom beliebig groBon positiven Worto, wenn X konti- 
luiierlich von + oo bis — + £ abnimmt, woboi s im 
folgeuden immer cine positive GroBe scin soli, doren Wert 
man so kloin wllhlen kann, als man nur will. Ks muB also 
f\\r irgend einen zwisclien diesen Grenzen liogeuden Wert X3 
von X dio Funktion yj{l) gloich 1 warden. 

i^(Pv) wachst noclunals kontinuierlicb von —00 bis 
+ 00, wenn X kontinuierlicb von ^ a] — e bis — +• £ 

abnimmt. Fiir cinou zwischon diesen Grenzen. liegenden 
Wert Pvo von X muB also noclunals ijj{l) = 1 werden. 

Endlicb wRcbst 1/^(X) zum zweiton Male von — 00 bis 
+ 00, wenn X Icontinuierlich von ^ — 6 bis — aj + e 
abnimmt. Zwiseben diesen Grenzen liegt ein dritter Wert Xj 
von X, fur den uochmals i/;(X) glelcb 1 wird, fUr X < — aj 
bloibt negativ. Es hat also die Gleicbung 


312 ) 


a? 4- A 


+ 


^L. 

fit 3 -l- A 


al 4- A 


- 1 , 


wclcho sicb durcb Multiplikation mit {a\ + X) [a\ + X) (a^ -j- X) 
in eine gowBlinlicbe algebraische Gleicbung dritten Grades 
vorwandelt, slots droi reelle Wurzoln X^, Xg, X3 und es ist 

313) + 00 > Xg > -aj > X, > - > X^ > - a]. 

Wir lieben iiocli folgende Spezialfillle horvor: 
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1 . Wenn sich beliebig dcr Null u^liert, so nabeit 
sich (ler Grenze — a% wahrend sicb iind X^ den beidcii 
Wurzeln der Gleichung 


314) 


+ A 


== 1 


nahern, Wir wollen daher eagen, fllr = 0 ist — — aj, 
X^ uiid A3 abor sincl die Wurzoln der Gleichung 314), von 
doneu man, wie obeii, bewcist, daC wenn und von Null 
yerschicdon siud, die cine zwischen + cx> und — aj, die 
andere zwischen — und — a] liegt. Wir wollen die 
erste nut A3, die zweite mit A^ bozciclmcn. 

2» Wenn sich dcr Null niilicrt, wilhrcud und 0:3 
von Null veracbiedeu sind, so nHhcrt sich entwecler A^ odor 
A2 der Grenze — jo nacbdcm die kleincre Wurzel der 
Gleichung 


«) kiciner, b) grbBer als — a’ ist. Wonn dalier = 0, 
a-., und Xg aber von Null vei'scliieden sind, so sotzon wir im 
ersten Falle = — rt*, X, gloich dcr kloincron diosor Wurzeln, 
im zweiten Fallo nnd gleich dor kloincron diosor 

Wurzeln, wogogen A3 immer gloich dor grOBorou Wurzel 
der Gleichung 816) zu setzen ist. 

3. Ebenso ist, wenn = 0, und abor von Null 
verschiedon sind, Aj odor /.j= — a’, gloich dor kloinston 
Wurzel der Gleichung 


316) 


. . _ I 

+ A + A 


und A3 Oder A3 gleich der grbBeven Wurzel dicecr Gleichung 
zu setzen, je nachdem clieselbe a) grbBor oder b) kleinor 
als — a\ ist. 

4. Ist iTj — = 0, so setzen wir: 

= - «] > A, = - a \ , A, = asj - . 

5. Plir ajj = ajj a= 0 wird : 

A, sa — aj und 
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a) falls x] < a] — a]: 

b) filr x\ > — a*: 

= x] — ^2 , ft 3 , endlich 

c) ftir — ftg: 


0) Fiir 0*3 = rc3 = 0 wird 
a) falls > aj — aj : 


?-s = 



. K^- 


A, 

b) fUr 



-<■ 






(=-«!> 


■■-al. 

c) fUr 

«? 

- “a 

> x] > aj 

-aj: 



; — 

<> 

K = - 


A, = — aj , 

d) fiir 

.rj 

— 

-al: 




— fta f ^1 ^2 ^2 * 


e) fiir a'J < : 

» ^^2 = - ^2 » A, = tcj - ftj . 

7. Wenn sich endlich und 0:3 gleichzeitig der 

Grenze Null nahern, so n^,hern sich Ag und A3 gleicli** 
zeitig don Grenzen — aj, — ftg und — ftj, weshalb vrir ftir 
.Tj — .T2 = jg = 0 setzen wollen: 

Ag = (il f Arg =2 j Aj — aj • 

Falls mindestens oine der Koordinaten unondlich wird, 
setzen wir Ag =00. Wenn dann eine oder zwei der recht- 
winkligen Koordinaten endlich oder unendlioh niedrigerer 
Ordnung sind, so ist eines oder z'wei der A gleich einom a\ 
Sind zwei reohtwinklige Koordinaten und Xj^ untereinander 
von gleicher und von boherer Ordnung unendlich als die 
dritte, so folgt eiu A aus dor Gleichung 

I 


317 ) 


[GI.318. 
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sind enclUch alle droi roclitwinkligoii Koordiiiatoii unendlicli 
von gleicher GroBciioiclnung, .so sind fUr und /j, die 
boiden Wurzeln dor quadratischon Gloiohuug 


318) 


4- 4- - 

CiJ +* A H- A ^ (tl + 



zu wa^blea, 

NacL diesen Festsotzungen geliort zu jcdor Teriie von 
reellen Worton der Koordinaten .r, , eino und nur 

eine bestimmte Terne von reellon Werten von Xg, 

welobo, falls keiue der Koordinaton Null odor xinondlich 
ist, don Ungleiclmngon 3 IB) genttgen. Lasaou wiv dagcgon 
aucU die Worte Null Oder unendlicli dor Koordinaton zu, 
so gontigen Ap A^ Eelationon, wololio sonst mit don Un- 
gleichungen 313) identiscb sind, nur daB an Stoll o jcdes 
Ungleiohlioitszeichons das Ungleiclihoitszoichon odor Gloich- 
lioitszoicben stelion kann. 

Die Kolationen, wolche liiordurcli aus don Ungloi- 
chungen 313) entsteben, nonnen wir dio Eolationon 313a). 

Ebenso gehbrt zu jedor Torno von roollon Worton 
von Ap A3 und Ag, wolche don Ungloicbungon 313) odor don 
Eelationon 313 a) gontigen, cino und nur oino Tome, von 
roellen positivon Worton von x ] , x] und o;J ; woun an Stollo 
dor UngloichuTJgon 313) dio Eolationon 318 a) troton, werdon 
auch die Werte Null und unendlicli flir jodo dor Koordi- 
naten zulilssig* Es sind also auch x^, uiid folglicli 
auch dio Lago des Punktes, desson Koordinaton a’g, 0:3 
sind, im Raumo eindontig bosbimmt, sohald dio zu x^, 
gebbvigo Torno dor Worto von Ap Ag, A^ und noch das Yor- 
zeichou dor Koordinaton gogobou ist. 

Wir kQnnen (labor bIb generalisiorto Koordinaton, durcb 
welcho die Lago irgend oines Punktos im Raumo bestimmt 
ist, die zu deu rechtwinlcligon Koordinaten x^, x^ dos- 
selben gehdrigen Worto von Ap A^ und Ag bonutzon. Man 
nennt sie die elliptisolion Koordinaton dos botroffondc^n 
Punktes, Sio bestimmeii die Lago desselbon oindoutig, 
weim nooh das Vorzoiclion der droi rechtwinkligon Koordi- 
naten gegeben ist. Es Bind also Ap A^, Ag oindoutigo Funk- 


Gl. 319.] 
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tionen von unigekohrt sind Funktioneii 

von Ag, Agy die durch die letztoren Variabeln bis auf 
das Vorzoiclien eindeutig bestimmt sincl. 


§01. Geometrische Bedeutung der elliptisohen Koordinaten. 


Wir wollon nun das bisber Gesagte gcometriacli inter- 
protieren. Wir betrachten da zunaclist in Glcichung 312) 
nebst a^j wolclie wio immer gegcbenc, ein fur alle- 

mal konstante GroOcn Roin solleii, aucli A konstant. Die 
Gleiclning gibt uns danu eine Relation zwisolien cleu Koor- 
dinaten x^, x^, tCg, welchor alle Pimkto eiuer gewissen 
Central fladie F zweitcu Grades gonligon. Wir nonnen sie 
die dom botreffenden A entspreebendo Flache zweiten Grades. 
Da in der Gleicbung 312} alle ungeraden Potonzen der 
Koordinaten feblon, so ist der Koordiiiatenursprung immer 
jbr Mittelpunkt und dio Koordiuatenaebson sind ibre Aebsen. 

Sebr groBon positivcii Werton von A outspriclit sebr 
nalie cine Kugcl von sebr groBem Radius. Diese vorwanclolt 
sicb, wenn A bis — al abniimnt, in ein immer kleiner 
■wordcndcs dreiaebsigos Ellipsoid, desson grOBte Acbso die 
Riebtung der Xj -Acbso, desson klcinste die der a^g-Acbse bat. 
Dassolbe nilliert sicli, je mohr sich A der Gronze — nHherb 
immer mebr der Plilcho oinor in der ajg-Eboue liegenden 
Ellipse I'/, deren Aebsen die Koordinritonaclison sind und 
doron Halbachscn gleicl) ]/aJ — ^3 und '^a\ — al sind, welche 
also dio Gleicbungen bat: 


319) 



Wenn man zuorst dom A einen sobr groBen positivon, 
dann eincu um eine sohr ldeii\G GrOBo s kleiueren, dann 
'v\dedcr einen um € kleinoron Wort etc. ertoilt, so orbiilt 
man lautor droiaebsige Ellipsoid©, von denen jedes ganz 
innerhalb dor vorigen liogt; dor liaum wird also in laiiter 
uncncllicb diinno ollipsoidische Scbalen zerlegt, welche den 
ganzen unendliclien Raum vollstUndig erflillen. 

Tst A wenig kleiner als — ag, so ist dio Plftcbe F ein 
einschaliges Hyperboloid, welches nocli fast mit demjenigen 


I 

I 

! 

f 
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Teile clcr x^ .tj-Ebene zusainmeniUllt, wolcher auBerhalb dor 
Ellipso E liegt. DaUor kdnnen wir sagon, daB die Fladio P 
fur den Fall A — —o’ in die .-Cj iCj-Ebono dogonoriert und 
wir worden nacli dem frillioron Uboroinkomraon X, so 
lange ea grdlier ala — o’ ist iind auch noeh so lango cs 
einem Puukte des von dor Ellipse E umschloaaonou StUckes 
der x^ aij-Ebeno eiitspricht, niit Aj bozoichnon. Sobald es 
gleicb —a’ iet, aber oinera Punkto dor a;j a-j-Ebone ontapricbt, 
der auBerhalb jenor Ellipse liogt, oder aobald os zwisclion 

— oj nnd — a] liogt, also einem einaclinligon Hyperboloido 
entspricLt, worden wir es luit Aj bozoichnon, wogcgoii auf 
dem Uinfango der Ellipso Aj = A^ = — aj ist, 

Nimmt nun A, welches jotzt Ag hoifit, von — a\ bis 

— a’ ab, so broitot sich daa oinsohaligo Hyperboloid 
aus und geht filr A = — o’ in donjonigon zitsammonbilngeu- 
den Teil der a;ja:j-EbonQ Ubor, wolchov von don beiden 
Asten der Hyperbol 


820) 


o'? — fl| 



.Ug = 0 


begrenzt ist, f)ir wolchon also » — j- —.- < 1 ist. Aiif 
(lioeem Toilo dor a:3-Ebene iet nocli unit zu bezeioh- 
non. Der andore Teil der x^-Kbono, fUr wolchon I ebon- 
falls gleich — al ist, aber sclion in it Aj hozoiclinot werdon 
soli, ist (lio Grenze der zwoischnligon Hyporboloido, in 
wolche die Plilche F tlbergoht, sobald A < — ft® wird. Naliort 
sioh X dem Werte — ftj, so niihoru sich boido Sclialen 
dieser Hyperboloido von boiden Soiion immor mchr der 
gosamten a:ga:3-Ebone. 

Alle die einschaligon Hyperboloido, wolche man orhUlt, 
wonn man 


A ' ftg 6 , A — ft® — 2 6 . , , A 

setzt und von denen wiodor jodes folgendo daa vorliorgohende 
nirgeuds sclmeidot, aber ihm Uborall unondlich naho liegt, 
erfUllon wioder den ganzen unondlichon liaum kontinuierlich 
und zerlegon jedo der frhlier bosprochenon oUipsoiclisohen 
Schichten in lautor Hinge von unendlich kloinem Quer- 
sebnitte* 


Gl. S20,] 
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Alle zweiachaligen Hyperboloide eudlich, wclcho den 
Wei’ten — e, ^ a] ^ 2^ ... ^a] entsprechen, or- 

fldlen nocli einmal in derselben Woise don gauzen 
unendlichen Eaum kontinuicrUch und zerlegen jeden der 
besprocheuen Ringe in lauter unendlicb kleinc Volum- 
elemeute. Uiese Volumelcmento siud rechtwinkligo Pa- 
rallelepipede, da sich, wie wir sofort beweisen werden, 
jc ein Kllipsoid, je oin oinschaliges und je ein zwcischaligos 
Hyperboloid immer rechtwinklig durchachneiden. 

Alio diese Formen, wolche die Flilche F der Reihe 
nach annimmt, sind (die Falle ausgenommen, wo sie in eine 
ebeno Plllche degeueriert) konzentrisobe und koaxialo Fliichen 
zwciten Gradoa, d. h. aie haben alio deneelben Mittelpunkt 
(den Koordinatenurspruug), und gleicbgericbtote Acbsen (dio 
Koordinatouachaen). Sio sind auch konfokal, d. b. alle Kegel- 
scbuittlinienj in welchen sio diircb dio aj^-Ebenc gcschnitten 
wcrdon, haben diesolben Brcnnpunkto, ebenso haben alio 
Kogolschnittlinien, in welchen sie durch die ayEbeno ge- 
schnitton werdea, nntoreinander und nlle, in welchen sie 
durch dio .rjag-Ebeno geachnitton werden, wiodor unter- 
einandor diosolbeu Bronnpnnkte. 

Fllr dio Schnitto mit der ajj-Ebene liegeu dio Brenn- 
piinkto auf der rCj-Achse in dor Entfernung )/aJ — a] Tom 
Koordinatenursprungo 0, ftlr dio Schnitte mit der a:3-I5bene 
obonfalls auf der rCj-Achse in der Entfertiung ]/aJ — aj 
von Of fiir die Schnitte mit der a? 3 a; 3 -Ebone auf der Xj-Acbse 
in der Entfernung ]/«’ — a\ von 0. 

Alan sioht dies leicht ein, wonn man bedenkt, daB, 
wenn A und B beliebige positive oder negative Konstanten 
sind und mit Rinrechnung des Vorzeichens A> B ist, die 
beiden Brennpunkte dor Kegelschnittlinio, welche die Glei- 

ebung ^ ^ 1 ic-Achse in dor Entfernung 

— B Yora Koordinatenursprunge liegen. Dies gilt sowohl, 
wenn A und B positiv sind, also die Kegelscbnittlinie eine 
Ellipse ist, als auch wenn A positiv, dagegeii B negativ ist, 
also die Kegelschnittlinio eine Hyperbel ist Ja selbst 
wenn A und B beide negativ sind, also die Kegelschnilt- 


V. § 61 . Goomctnaciio Interprotation. 
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liiiio ganz imagmlVr wivcl, ^Yas boi don DuvcbsclmiUsUnien 
der obon betrachteten zwcisclmligen Hyperboloid o in it dor 


Ebeno zutrifft, pflegt man dieso Pinikte nocli iinmer 


ihro Brounpunktc 7 ai nouuen uiul zu aagoii, daft dieso 
reoU bleibon. 

Don clrei AVcrton des I, welcho den Koordinaten oiiies 
gogobenen Punktes ontapreclien nnd also gcgenwHrtig von 
wna alo dessen gencralisierto Koordinatou bezeicUnot werdeu^ 
entsprochon also imraor dvei konzontvischo, koaxialo, bomo- 
fokalo Flilchon zwGiteii Grades, ein droiachsiges Ellipsoid, 
ein oinschaligos und zwoifticliorigos Hyperboloid, wolche 
sicU, da die Koordinaten des gegobeuen Punktes die 
Gleichung jedor dor drei PliVchen orfbllon, in clem gogc^bonen 
Punkto sebneidon. 

Palls oine odor zwei odor alio droi Koordinaten Null 
\v6v(lon, degeueviereu ciuo odor y.wei odor alle droi PUlcliou 




in eiuo odor in enioii Ten enior dor Koordinatenebenen. 
Falls mindestens eine dor Koordinaten unencllicb ist, dc- 
generiert das Ellipsoid in eine Kugol von unondlicitem 
Radius. 

In Fig. 8 ist das Ellipsoid nnd das ein- und zwei* 
fhchorige Hyperboloid (perspektivisch froilich nicht ganz 
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richtig) gezeiclinctj ^velche sich in dem rait einem Krcuze 
niarkierten beliebigeii Punkte des Raunies clurchsclmBiden. 
Auch sincl cMo Diircbacbnittftlinien dor beidon Hyperboloido 
mit dem Ellipsoide gczeicbnet. Wenn man dieso Figur 
betracbtet, kann man sich leicht klar maclion, wie die ver- 
schiodonen Flilcben degeuericren, woun gewisso Koordinaten 
des Durcbschnittspunktes Null oder unendlicli werden. 


§ 62. Die elliptisohen Koordinaten sind orthogonal. 


Ag iat die grdCto Wurzel dor Gleichung 312), kann 
also als oine Funktion von x^, (sagou wir f (xj , a^g)) 

betraebtet werdeu, welche man z. E. mittols der Cardani- 
seben Formel explizit binschreiben kdimte, da ja dio Glei- 
cliung 312) einc Gleicbung dritten Grades fur X ist. 

Lassen wir in diescr Funktion und konstant und 
bctrachten blo8 als veranderlich, so kbnnen wir ihren 
partiollen Diflerontialquotienten dX^fdx^ bilden. Diosor 
wird am besten in folgendor Weise gefunden; Da Ag Wurzel 
der Gleichung 312) ist, so bat man: 


_ , . -^3 

rtj + A 3 4* A 3 + A 3 


1 . 


LilBt man darin und x^ konstant, so folgt: 

d A 3 ^ 2 ^ , 

d Xi Al fzj + A3 


Dio analogeu Gleicbungon, welche man orbalt, wenn 
man Ag nach x^f x^ und X^ und X^ nach alien x partiell 
diiforenziert, kann man in die B'orm 


321) 


d Aft _ 2X( 

dr/ ^ 


zusammenfassen, woboi sowobl i als auch h unabbhugig von- 
eiuander jeden der droi Worte 1, 2 odor 3 liaben konnen. 
A ist dabci eine abgokttrzte Bezoiclinung und es ist all- 
gemein 


322) 


-1/2 




+ Aft)* 
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wobci wir immer das i>ositive Zeiclien der Wurzel willilen 
wollen. Dor Index i nntor dom Summciizoidion hat, wie 
hier immer die Bodeutung, dafi dom i alio droi Wortc 1, 
2 und 3 zu erteilcn sind, wogegon dom h ein bostiinmter 
dioser droi Worto zu gebon ist, gloichgliltig wolchor. 

Die Gleiclmug dcs durclv oinen gegeboncn PunUt 
gehenden dreiachsigon Ellipsoids iiiidon wir, wonn wir die 
soeben lait x^, ^=3) bezciclinoto Funktion, wolche uns 

A, durcli ajj, x^, x^ ausdrllckt, gloich cinor Koustanton, nam- 
licb gleich dein diesem Punkto ontaprecliondon spoziellen 
Worte von Aj sotzen. Dio Richtungskosinus dor an dioses 
Ellipsoid ini gegcbenen Punkto orrichteton Normalon 
sind dahor nach don bokniinton Formoln fdr dio Richtimgs- 
kosinus dor an ciiio Fladio mit dor Gloichiuig /"(a^ , .Tj, 0:3) 
= konst gczogonon Normalon 

COS (Nj, a!j) — 

cos .r3)= i 
cos (1Y3, ;Cg) = , 

woboi n dio positive Wurzol nus 



ist Daboi sind dio partiollon DilYorontinlqnotionton otc. 

so zu vorstolion: os ist Aj als Funktion f{Xi, x^, x^) von 

x^, x^, .-Cj ausziidrlickon und dann, boi konstantom x^ und 

uacli X, zu difforonzicron otc. Es ist also ~ etc. 
' ax, doc, 

genau dassolbo, was wir in don Formoln 321) mit 4^ > 

dX 

otc. bezoichneten. Wonn wir dalior zu dioser Be- 
zoichnungswoise zurlickkeliron, so erbalton wir 




dX^ 

dXi 
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und nach Substitution der Werte 321) und 322) 


Ebonso folgt; 


cos (iVj, a-,) = ^ 


-h 


cos {N^, x^) = 

C09 (.Yj, ajj) = 


^ _ 

al + A3 

,.„?3 

^3 -H Ag 


Die Gleichung cles einschaligon, durcb deusclben Punkt mit 
den Koordinaton Xj, x^t gehenden Hyi)erboloid8 erbalten 
wiv in gleicber Weise, wenn mx zucrat die mittleve Wurzel 
der Gleichung 312) als Funktion cp von a;^, ausdrUcken 
und dann diese Fuiiktion fp gloicb dom dem betreffenden 
Punkte entsprecbenden Werte von aetzen. Dio Riebtungs- 
kosinus der im selben Punkt an das einsehaligo Hyper- 
boloid erriebteten Norinalen siud dann wiccler don GrBBen 

proportional und analoges gilt flir die 

Normalo die man durcb denselbon Punkt mit den 
Koordinaten zu dom durcb dieseii Punkt gehoiideii 

zweiftlcherigon Hyperboloide zieben kann. Die Formcln, 
wolclm man fUr die Richtungskosiims aller diescr Mormaleji 
erhalt^ kann man in die Formal zusarameiifassen: 


323) 


cos x;i = 


I X. 

Ai a? 4^ A/ 


Der Kosinus des Winkels, welcben irgend zwei und 
von dicsen droi Normalen mitoinander einsebUeBen, ist daher 

COS(jV^, iV;, + l) = X,) + 

+ 008 {N^, cos + p Xg) + COB X3) cos (Y;, + p X3) = 

_ _ J 

‘^'^•^^+1 (®? + ^ ft ) ^ A + l ) 

Nun ist abor 

\ 

daher 


K ^/i) 


'.+ 1 




(t? 4- A 


In clieseu Fovmoln kaun h joden beliobigon dor Worto 1, 
2 Oder 3 niinohmoii, im loUteren Falle abor mUssen wir 
den Index 4 immcr als gleichbodoutond mit dom Index I 
betracbten. Wir wollon in alien analogon Formelii auch 
den Index G mit dem Index 2 etc*, d. lu also alle Mo<l. 
droi kongruenton Zahleii, wemi sie im Index stolien, als 
gleichbedeutend betrachtom 0cr Puukt mit den Koor- 
dinaten x^y x^y in wolcbem die beidon Normalon 
uiul evrichtet siud, geh(5rt boidon Zcutralflilchon 

zweiton Grades, zu denen dioso boidon Normalon gezogen 
Bind, an; dalier mUaseu seine Koordinateii die Gleichung 
jeder dieser ZentralflUcbon orfllllon, os liabon also boide 
Suinmen in der ockigou Klammor der recUtou Soite dcr 
letztcn Gleichung den Wort L Dieso eckigo Klammer 
reduziert sich auf Null uud man erhtllt; 

2 ! K + M(«?+Xri)' “ 

Alle drei Zontralflkclien zweiton Grades durohscbnoidcn 
sieh daher in jedem Punkto rechtwinklig, Dio Trans- 
formation in clliptischon Koordinaten ist eino Orthogonale. 
Man nennt die Einfbhvung von [x^, x^), (ic^, x^), 

h (^i> ^a) Koordinaton ortliogonal, 

sohald sieh die droi FlSchon, wolcho man orhalt, wonn 
man {\^ und gieicb droi holiebigen Konatanton sotzt, 
immer reclitwinklig durehachneiden. 

§ 63. Aufidruok der reohtwinkligen Koordinaten dnroh die 

elliptisohe. 

Wir wollen nun die umgekolirto Aufgabo in AiigrifI 
nehmeu, wena und gogobou sind, die dar.u gohbrigQo 
Werte von ala Funktionen von Xg unci 


324) 

(labor auch: 

325) 


Gl. 826-332.] 
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naturlicli dev immer konstant betrachteton GrOfieu a^, 
zu berechnen. Wir dcnkcn uns ziinilchst noch don drei 
Koordinaten ajj, x^, bestimmte konatante Wcrto, dein i 
dagcgen oineu ganz beliobigeu Wert beigclcgt, so daB in 
dem Ausdrucke 


326) 


ip{i) 


ft? A ^ 


(l\ -r A 




ftj + A 


- 1 


zuuHcliat X allcia als vaviabcl betraohtot wird. Wir setzea 
fcrnor 

327) f{Xj = («J + ).) {al + X) (al + X) cp (i) . 

Danu ist f(?.) oino ganzc Funktion dritten Grades be- 
ziiglich I und die immer mit Ag, bezoichnoteu Gr5Bon 
sind die Wurzeln der Gloichung f{}.) = 0. Nach eiuom be- 
kannteu Satz aus der Theorie der Gleichungon ist also: 

328) 

Setzt man bier fUr f(),) den Wert 327) ein, woboi fur 
(p{?,) noch der Wert32G) zu substituicrcii ist, folgt so A — — 1 , 
(la der Kooffiziout von /? boiderseits glcich sein muB und 
man erluUt: 


n - [a] + 4)(a^ + X)(ft^ -k ;.) (A, ^ X){1, - 4)43 - A). 

Diese Gleicliung gilt fiir jodon Wert von A; os ist eine 
identisebe Gleicliung, wenu man durin fur A^, A^, A^ dereii 
Werto als B'unktioneu von ojg, odor umgckebrt flir 

a’p X 2 J Xq deren Werto als Funktioneu von Ap A^, Ag sub- 
stituiert, Obige Gleichung bleibt also stets rich tig, was 
immer man fOr A fiir einon Wert substituieren mag. 

Setzt man darin A — — aj', so orb^lt man: 


+ W(a? + Afl) 

— - * 


-> - (a? -rt|) 

Sotzt mail clagegon in die Gleieluing 329) A = — o^, so folgt: 
331) 

Setzt man endlich X~ — a\, so folgt: 

(«4 -I- A)(“* + + y 




332) 


(Oe -- «?)(«s - «!) 


BoUziunnn, ^[eohantk If. 


IG 
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V. § 63. X nls FutilUioii dor X. 


[Gi. 333.334. 


Wir wollen nun alien drci GrSBen /.j, und 7.3 will- 
kttrlicho uneudlich kleino Zuwachse d7,j, ortcileu. 

Uio dadurch entstohendou ZuwaclisQ .r^, a;^, noiiiiGn wir 
deren vollstandige Difforentialo. Wir linden sie am loicli- 
tosten, wenn wir von dcr liukcn niul rccliton Soito der 
Grleichungen 330) den natUrliclien Logaritlimns nclimcn und 
dann die vollstRndigon DilToreutinlo diosor licidon Logaritli- 
men gloich setzen. Kbenso vorfabron wir mit Gleiclning 
331) und 332). bis ibigou dann droi Gloiclningen, wolcbe 
wir in die gemoinsamo Form 


333) 


dx, 


.-2 


Xi (I 

^ ( 0 ? + /./,) 


jjiisammonfasseii konnon. Wir wolloii in (lor letzton Glci- 
cliung aucrst i = 1 , dann t == 2, clunn i = 3 sot^^on, jode so 
erhaltone GleicLung quadrioren und dann dio qiiadricrton 
Gloicliungon addierou. Wir bekommon dann lijiks don Aus- 
drunk dx] + dx] + dx] — klh'zor init ds^ 

bozeichuon wollen, Auf der rcchten Soito vorscliwindoji dio 
Koeffizionten von 


dX^.d)^, dX^.dX^ iiud 

da diesolbon genau glaiob der Hlilfle dor Aiisdrdcko wordon, 
T^elche in den Gloicbnngen 324) auf dor Unken Seito stohen, 
und verindgo diesor Gleichungon vc^rachwinden. Dor Koof- 
fizient von aber wird gloich dom viorten Toilo doa 
Quadrates dos in Gloichung 322) mit bozoicimoten Aus- 
drucks. Man erhlUt also: 


334) ds^ ^dz] + dxl+dxl^\ [A\ dl] + Aid X] + Al d^). 

In dera Auadmeko, wie er durch Gloicluing 822) ge- 
g(iben iat, koinmen sowobl dio iCj, x.^, x^ als auch dio X^, 
Ag, Xg yov; den Ausdruck, welchen man iWr A^ erliiUt, wonn 
man darin x^, Xg ebenfalla durob dio X ausdriickt, qo 
da6 nnr mohv die lotzteren Variabelu in vorkoinmcn, er* 
bait man am kurzeaton in folgender Weiae. 

Man betraebtot wieder in der durob dio Gleicliung 32G) 
gegebenen Funktion qt)(A) die GrbBen x^, x^j x^^ (labor auch 


Gl. 335.] 
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^2, Ag als koiistant, dio GroCe I dagegcn als in belicbiger 
AVoise veianclcvliclu Dcii Ausdruck, welcheii man erhiilt, 
wenn man uuter diesen Vomussetzungen den DifferontiaU 


quotientoQ — 


bildet und darin nacb gescbehener 


d(p{X) 

dX 


Ai 


Difl'ereutiation /. = sctzt, bezeichnen wir init — 

Er ist genau gleicb yJ], w)0 man sofort aus GlGi(:hung"322) 
erkcnnt, wenn man darin h — I sotzt Ebcuso ist 




= 


Orpuy 



) 


wobei die den eckigeu Klainmcrn unten augebilngteu In- 
dices die analogc Bedeutung habcn. 

Nun ist, wio wir salien, in Gloi(;bung 328) der Kooffizient 
yl 1. Substituiert man den betreffcnden Wert von f(?.) 
in die Gleichung 327), so Iblgl: 

rrf))^ (A| - A)a,_^_A)j;A3-A) 

+ A) 

Bei der partiellcn DilVerentiation nach X sind x^, 
daher auoh Aj, Ag, welcho ja Funktionen von x^t ^^3 
sind, als konstaut zu betnicbten; es ist also 

_ ^ (X,_^Xl()^-^J)_ _ 

dX (c/f +A)(ai! 4-A)(ai + A) 

molir noch einer Reibo von Gliedcrn, von dcnen aber jedos 
flir /. = verscbwindet. Es ist also: 


_ d«r(A)] ^ (Xj - At) (Ag - A,) 

>(Aj;|a=A, (a-{ -i- Ad(a5 + Ad(G? + ).;)’ 

Diese GrbBe ist aber, wio wir sahen, gleich ylj. Bestimmt 
man in derselbon Weise A] und A], so erhalt man drei 
Formeln, wolche man in die folgcnde Form zusammenfassen 
kanu: 


385) 


A 


1/ 


(Aft A ft ^ ] (A,) Aft 
(a?4-AftKa?+Aft)(a3 ^h) ‘ 


Aus den Gleicbungen 333) orgeben sicli naturlich sofort 
die partiellen Difl’erenUalquotientcn von Xj, oder Xg nach 

16* 


V. § (>S« X alB V acktion dev 


[Gl.2S(i-238. 


Aj, odor A3, wcnn man erstere GroBon nls Funktion der 
letzteren aiiffaBt, z, B. die nacli Aj , indom man d/.^ —dAg = 0 
setzt AUc diesbezugUchen particllou Difforeutialqnotionten 
kann man in die eino Form zusamnionfassen 

33(^) T^^5T?S-^’ 

^ dh 2{a\^h) 

wobei jodcr <ier Indizes i und h uuablulugig vou dom andercu 
die Werte 2 odor 3 annohmon kann. Vorgloicht man dies 
noch mit der Formel 321), so kann man auch schroibon 

OQ'TV I <g d Ah 

wo links dio x als Fiinktionon dor A, reehts umgekehrt clio 
A als Funktionen der x zu betrachton sind. Bio Gloi- 
chuiig 324) kann daher mit Rilckslcht anf dio Gloichiingen 
336) und 321) entwoder in dev Form 

338) ^ odor ? t’' 4 '''■ == <> 

^ dxi dxt j£L/ dlu 

gcscbricbeii worden, wobei wiedev im Index alio Mod. 3 
kongruonton Zalden als gloicbbedeutond zu botrachten sind. 
Da die Richtungskosinus dor Normalen, dio wir iin vorigon 

Paragraphon mit bozoichnoton, don GreiBon , 

(S .v> o 
d ) 

proportional sindj so sind dio linksstohondon der Rela- 
lationen 338) nur die bekannten Gloichungon 

2* <^08 (iY^ , a;^) 008 (iV^ ^ j , »,) = 0 , 

welche ausdrllcken, dnfi sich dio FUlchen zwoiteii Grades 
orthogonal sclmoiden. Analog sind dio reohtssteliondcn 
Rclationen mit dom Gloichungen 

2' cos (2vr , rrj cos (iV, , a;^ ^ = 0 

idenlisch. 

Wir wollcn nun mit A einon heliobigon Punltt des 
Raumos bozeiohneu , der die rechtwinkligen Koordinaten 
x^, *3 und die elliptiscben Koordinaten Aj hat. 



GI. 289. 240.1 
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Fenier sei cler PunUt mit dou rechtwiukligcii Koordinaten 
dx^y x^-{- dx^y x^ '{- dx^ und deu dazu gchorigea ollip- 
tischen Koordinaten + d ?.^ , Ag -h dAg , woboi 

dx^y dx.^y dx^ willkurlich sein konnen. Es sind dann dA^ 
dAg, rf/.g die ontspreohenden Zuwaclise der olliptiscben Ko- 
ordinaton. Es konnen aber auch rfA^, dA^, dAg als willkUr- 
lich betrachtct werden, dann sind dx^y dx^ die dazu 
gehCrigen Zuwilchse dor recbtwinkligen Koordinaten. 

Die in Pormel 334) mit ds bezoielineto GroBe ist danu 
die Entfernung der beiden Punkte A und J5. Dieso Formel 
stellt also dio Lange eincs willkurlich im Raiirae gezogenen 
Linienclemoutos dar. Wenn spezioH der Punkt D auf dein- 
sclben cinschaligen und zweisclialigGn Hyperboloido wie dor 
Punkt A liegt und nur das Ellipsoid, welches durch B geht, 
dem Werto Ag H-dAg von Ag entspricht, wlihrend das Ellip- 
soid, welches durch don Pnnkt A golit, dem Werte Ag ent- 
spricht, so wollon wir dem Punkte B den Index 3 anhangen 
und seine Entfernung ^ /Jg vom Punkte ./I mit ds^ bezeich- 
ncn. In diesem Pallo ist dX^ = dA^ = 0. Daher 

339) Sg = ^ z/g d Ag . 

Dio Gerado ds^ ist cin unendlicli kleines, vom Punkte A ans 
gezogenea Stuck dev Durchechnitlslinie dee ©in- und zweU 
sclialigen Hyperboloides, welche durch den Punkt A gohen, 
und eteht, da diese'^ bcklen Flkclieu auf dom ElUpsoide 
scnkrecht stehon, ebenfalls auf diesem senkrecht, 

Der Wert, den da annimmt, wenn rfA^ =* eJAg — 0 ge- 
setzt wircl, soil mit ds^ bezeiclinet werden. Es ist also 

340) 

(lor Abstand dos Punktes A mit den elliptischen Koordi- 
naten A^, A^, Ag vom Punkte B^y (lessen elliptischo Koordi- 
naten A^, Ag + fl^Ag, Ag sind, ds^ kanu auoh als oin vom 
Punkte A aus gezogenes unendlicli kleines Stlick der Durch- 
scbnittslinie des (lurch A gehenden Ellipsoides mit dem 
durch ^ gelienden zweisclialigen Hyperboloid definiert werden 
und steht senkrecht auf dem durch A gehendon einschaligon 
Hyperboloide, 
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[GL341. 


Ebenao ist 

341) (la^ ^ A 

clei* Abstaiicl des Puuktea A mit don olliptisoheu KoordU 
iiatea Aj, h Punktcs niit cion olliptischen 

Koordinatcn A, + , A<j odor oin von A aus gczogoncs 

uncndlicb kloiuos Stuck dcr DuvchscUuittsUuio des durcU 
A gehendcn Ellipsoides uiid einschaligen Hyporboloides und 
stoht sonkrecht auf dem durcli A gelienden zweisclialigen 
Hyperboloid e* 

Der frlihor mit B bezoichnoto Punkt mit don ollip- 
tis( 5 beii Koordinftten + c/Aj , + rfAg , A 3 + d X^ ist die 

A vis k vis liogendo Ecke des unendlicli kleinon Parallel* 
epipcdes, von dem AB^^ AB^ uud ^ 1/^3 die droi in A zu- 
sammonstoBonden Kanteu sind. ds ist die A und B vor- 
bindende Diagonale dioses Parallelepipcdos. 

Wahroiul Tvir in Formol 334) unter ds immor die posi* 
tive Quadratwurzcl aus dx] + dxl + dxl vorstolion, sollen 
in den Forineln 339), 340) und 341) /ij, und wosont- 
lich positive GroBcu scin, so daU also ds^ dassolbc Vor- 
zcicben wie rfAj, ds^ dasselbe ^vie dX^ und ds^ dassolbo wie 
^A 3 orbalten soil 

§ 64. Eektifikation der KriimmungBlinien des Ellipsoidefl, 
Komplanatiou des Elllpsoides. 

Eincm bcstiininten konatanton A 3 ontspvicht oin bo- 
stimmtes dreiachsiges Ellipsoid. Alio einscbaligon Hyper- 
boloide, welclio wir erhalten, woun wir dom A^ alio Worte 
von — al bis — 0 ^ evteilon, durobsebnoidon dassolbo in oiner 
Kurvenschar, welche wir die KrUmmungsUniG orator Gat- 
tung des botroffendon Ellipsoidos nennon. Hire Tangenten 
7 A\ jedem Punkte fallen ndmlich, wio in dor analyliscbeu 
Geoinotrio gozoigt wird, in die Eiclitung cinor durch dieson 
Punkt gozogenon Hauptlcrlimmungsebeno. Diese Krllm- 
mungslinien beginnon fOr A^ = — mit dor Ellipse , in 
wolchor die rcg-Ebcuo das Ellipsoid durchschuoidot und 
enden fllr A^ = — aj in den boidon Stllcken dcr Durch- 



Gl. 342.] 
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sclmittslinie des Ellipsoides und desjenigeu Tciles cler x^- 
Ebcne, welch er zwischen den beidcn Asten der Hyporbel liegt, 
der die Gleichungen 320) zukommen. In Fig. 0 ist die obore 
der positiven Xg-Achse zugewendcteHiilfte des Fllipsoidea voo 
oben, also von dortber betnichtet, wobin die klcinste Halb- 
achse zeigt, perspektiviscb gezcichnet. Die ausgozogeneu lAnicn 
sind Kriimraungsliuion erster Gattung. 

Erteilen wir dagcgcii in der Glolchung 312) dem 
alle Werto zwiseben — aj und — so erhalten wir die 
Gleicbuugen ciucr Sebar zweifechcriger Hyperboloide, welcho 
das Ellipsoid iu cinor zweiten Knrvenscbar, dcu Kriimmungs- 
linien zweiLer C4attung durchsclmeiden. Letztere sind in 
Fig. 0 punk tier t. 

Wenii wir die Formcl fiir die Lango dor Krummungs- 
linicn eines belicbigen EUipsoides fiuden wollen, so genligt 
es vollstllndig, diosolbe flir das Ellipsoid zu sneben, welches 
dem Worte = 0 cntsi)ncbt; denn dieses Ellipsoid hat die 
Gleiclmng 


342) 


«? ^ ^ »l 


1 . 


Da aber die Konstanten a, , Cj, ganz willkUrlich sind, 
80 kOnuen wir sie iinmor gloicb den Halbachsen des ge- 
gftbenen EUipsoides machen, urn dcssen Kviimmungslinien 
os sicli hand el t. 

Dio beidcn Gleichungon oiner Krlimmungslinio erster 
Gattung dieses EUipsoides findon wir, weim wir nebst Ag — 0 
noch Aj, gloicb irgend einer zwischen — a] und — a] Hegen- 
don Konstanten setzen. Das Linioneleraent einer solcben 
Krlimmung.slinio ist also zu bilden, indem wir in Formel 334) 
A 3 = 0 , Ag = konst, setzen nud A^ und d/.^ wachsen lasson. 
Es ist also uach Poriiiol 341) dieses Linionelement 

— |yl, d),^ . 

Ein oudlicbes Stbek der KrUmmuiigslinie ist 

AS 

A®, 

wobei A® und A} die dem Anfangspunkte und Kndpunkto 
des StUckes entsprechondon Werto von Aj sind. Den vierten 
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Teil OD (Fig. 9) emor Kvummuugslinio orlialton wir, \vcnn 
wiv dlo untero (4renz© des Iniegralos glcich — a \ , die 

obovo X\ gloich — al setzcu. 
Die Lllnge dev ganzen , in 
eieh gcscblossoueu ICvUmmungs- 
Unio ist das Vicrfaclie dieses 
bostiinmtou Intxigrales. Don Uicr 
zu subslitiuevondon Wert von 
Ai orlialtou wiv, ^VGnu wiv in 
Fonuol 336) ^ = Q nnd gleicU 
dor vorgoachvicbeucu Koustautou setzon. Es ist also in 
allendiesen Intcgralcn zu aetzou 





A 







worin also alles bis auf clio lutegvntionsvariablo konstant 
ist; die Integral© sind also Abolscho Intogrnle, 

Ebenso ist die gnnzc Ij^^ngo cinev gescblossoncn Krllm' 
mungalinie zweitor Gattung 


2 f d? 1 / 

a] 


Wir golangon in dev nachfolgcndon Woiso zuv Kom^ 
planation des Ellipeoides. 

Wir ziohon voin Punkio A init don elliptiseUen 
Koordinaten nnd des KUipsoidos, fl\r welches 
ist, aus das Linionclemont }/Ij dl^ ^ A dev duveli 

A l>induvch gcKenden Kvilmmungsllnie cvslev Gattung des 
EUipsoides uud das Linieuelomeut \A^(l — A 

dor duvcli ihn hindurchgehendou KrUmmungslinie zweitor 
Gattung des ElUpsoides. Fevner ziohon wiv you aus 
auf dem EUipsoidc die uuendlioh kloiuo Govadc JigGH/lBi 
uud von aus die unendlicb kloino Gerado B^C^AB^, 
Die hoiden zuletzt gezogenon Geradon sollon sich im 
Punkte 0 treffen. Dana kann die Figur AB^GB^A 
als oin uuendlich kleiues Rechteck voni Flilchoninlialto 
^ A^A^dX^d und zugleioh als ein Eloraont dor ObovllUcUo 
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fles Ellipsoides betrachtot worden, fur welches Ag 0 ist. 
Kin enclliclieaStiick der Oberflacbe dieses Ellipsoides ist also: 

343) 

wobei alio Wertopaare von Aj mid A, in clio Integration 
oiiizubcgroifen sind, woiclie Punkten dieses Flachonstiickes 
entsprechen. 

Integriert man bei irgend einem gegebenen Ag bo5?lig- 
lich A^ von — a\ bis — so umfaBt man einen ganzen 
Quadranten C D (B'ig. 9) eiuer KrUinmungsliuio crater Gat- 
tung. Integriert man noch bezuglicb Ag von '—a\ bis —(i\) 
80 unifaCt man noch alio Quadranten der Krilmmiingslinien 
crater Qattung von J^Fbis Gi7, also oinen Oktanten clos 
ganzen Ellipsoids. Es hat also die ganzo geschlosseno 
Oberflacho des Ellipsoides, dossen Glcicbuiig A3 — 0 ist, 
wclclioa also dio Gleichung 342) bat, den Wort: 

/a ^''•2- 

Setzen wir 

344) {a\ +AJ(«] + A.)(n^ + A,)^ b], 

dagegen 

34B) H- A2)(^2^ H- K){a\ + AJ = ^ , 

90 sind vermbge der Grenzen, zwiechou dcncu und 
liegon miisseii, und b^ wesentlicli positive GrclBen. In 
don zuletzt ontwickelten Intcgralon ist Ag = 0, dnlior 

346) yJj = ]/ Aj (Ag — Aj), A^ ^ ^2 (^2 ”^ 1 )* 

Die Vorzeichen warden 111 diosor Woiso geschriebon, da 
Ap — Ag und Ag — A| lauter positive GrdBen sind. Es 
vorwanclolt sicli dahor das Integral 343) zuiilicliat in 


“*// 


I'SKu; di _ifr!'-3£ 
tJJ 


d 'A^ d?.j. 
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Da b^ nur Funlction von 
so zorfallt jocles Dopijolinlogrftl 
faclior Iiitcgralo imd man liat 


lCO. 346. 

\ nur Funktion von ist, 
in (las Protlukt Kwoior cin. 



VM 

\ 


( 17 .. 


I » 


iiK 


Erinacrb man sich an Am Wertc von \\m\ so sicht 
inan, clali jedes tier Intcgralo oiii oUiptischos unci flir das 
Rotatiousollipsoid, wo ojitwodor odor ist, 

durcli gowShnliclio zyklomotrisclio Eunktionon ausdrlickbar 
ist. Die ganzc geaclilosbouo Obornilclio dos Ellipsoides er- 
halt man natilrlich, wonn man mit 8 multipli/iort und 

— und ^ a] als Integrationsgronzon fllr Aj, tlagogcn 

— a'l und — a] als Integrationagron/.on fUr wtllilt. 


§ 66. Kiirzeate Linien auf dem dreiaohfligen Ellipsoide. 

Wir wollcii nun die spoziollo Form ontwickcln, wclobo 
(lio Hamiltonsche partioilo Din'oroiitialgloichung iin Fallo 
(Icr Bowegung einos einzigen vollkommon frcion jnatcriollen 
Punktofl von dor Masso m annimmt* wonn wir dosson Posi- 
tion im Raume durch dio droi olliptischon Koordinaten 
7.3, /I3 beatimmcn, wolcUc also jotzt dio Rollo dor frtthcr 

Pf Pk ^ * Ps bozoichnoton genoraUsiovtcn Koordinaton 
spiel on. 

Seion 00^ dio roclitwinkligen Koordinaton dos 

materiollen Punktos zur Zoit i. Wkhrond oinor unondlich 
kleineu Zciidi solloii clicselben dio Zuwllohso dx^ 

orfabron, wahrend dio clazii golidrigon Ziiwilcbso dor ollip- 
tischen Koordinaton lioiBon mdgcn. Wir 

sotzon wio in Forinol 334 ) 

ds ^ ]fdx] + dx\ ^ dx\^ 

so daB ds der wkbrond dor Zoit di zurUckgelogto Weg, 
dsjdi dio Goaoliwindigkeit 0 des matorioHcn Punktoa zur 
Zeit i und 
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"3 


(lessen Icbeudigo Kraft ist. Da die Forinol 334) fUr be- 
liebige Koovdinaton'Miwitcbse gill, so mu 6 sio ancli fiir die 
wilbrend der Zoit dt eintreteudou Koordinatenziiwiichso 
gelten. Man bat also-. 


(Is - I +■ yl’ dil + y'l\ d):\, 


d s 

'di 




+ )!] 


+ 


2 

3 > 


wobei ?/j, abgekiirzto Bezoichnuugen fiir die Difie- 

rcntiaUiuotiontcn dor a nacb der Zeit sind. Endlich Y?ivd 




Unsov Rozopt ging nun daliin, daU man zuerst in dein 
Ausdrucko fUr jT die Moinoute 9 ciDZufttliron, dann 5 ir/r?;;,, 
fUr (j,, zu sotzen und don so erhaltenon Wert von T in die 
Hamiltonsclio partiollo Dinbroiitialglcicliung 


zu snbstitniorcn babo. Unter dcu Momonten verstohen 
wir die partiollon Difforentialquotionteu des Tnach den ver- 
allgemeincrton Goscliwindigkoiten, also nacli und 


Es ist also: 





•1 m yl 'i , 

i K > 

m A'‘ . 


Dahor: 




2 ( .91 j. J'j 

m A3 


+ 



Hior liabon wir nocb filr zu substituioren 5 also 

in unsoreua Fallo dWfdX^y ebonso fiir und (/j die Aus* 
druoke dWjd?^^ und dWjdly Tun wir dies uiid sub- 
stiUiieren den so orhaltencn M^ert von T in die Hainil- 
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[Gl. 347-349. 


tonscho partiolle DiiVerentialgloiohung , so folgt also 
scbliefilich: 


347) 


d ]V 


vi 



iTAa J yri [d\ ) 


+ K = 0, 


woboi V al8 eine gegebeno Fiinktion tier Koorcliuaton 
hy h riOQ\\ der Zeit i iw boirachton ist. Ilabeu 

wir ein vollstlludigcs Integral, also oinon Wert von IK go- 
fanden, wolcher dieser DiiVerontialglolchiiDg goiiUgt und 
auBer tier aclditiv m W liinzukommondoii nocli clrei will- 
kUrlich voneinander unablulngigo Konstaiiton ontliiilt, so 
kbnnen wir daraus in der uns bolcanntoii Woiso dio Be- 
WBgungsgleichungon lierlcitcn. 

Wir botrachton ein 2 woites inochanischQs Boispiol Jilin 
materieller Punkt soli go/.wungen soin, boi seiner Bowogung 
auf der Oberflilcho oines droiachsigon Ellipsoidos y,\\ ver- 
bloiben. Wir konnon die dem elHptischon Koordinaten- 
systomc zugrunde liogcnden Konstajiteu gloich 

den Halbachson dieses Ellipsoidos wilhlon. Dann ist = 0 
die Gleicliung dieses Ellipsoidos, wolclio also dor nxatovielle 
Punkt wahrond seiner ganzen Bewogung erfllllon mnC. Seine 
Position avif dem Ellii>soid wivd dnveh dio Wovto dov 
beiden andoron elliptischon Koordinaton Aj und bo- 
stimmt. Da konslant gleich NuU ist, so reduziort ids^ 

auf A\dX\ + A]d/.], dahor T auf (//’ /.'» + A'{ und 
die Hamiltonsche partiello DifTorontialgleicliung auf: 


348) 


1 . [J j, J 
d t [a\ yoi, ) ^ Al U )y) 


+ V 


0. 


Falls aufior don Krllfton, wolcho den Punkt zwingon, 
auf dem Ellipsoide zu bloiben, keino anderon Krlifto auf ihn 
wirken, ist V konstant. Sotzon wir dann 


349) vy+ U, 

wobei 17 bloB Punktion von 7.^ und sein soil und dem 
konstanten Faktor von i lediglich boliufs Veroinfacliung 
dor Reebnung diese spezielle Form gegeben wurde, so redu- 
ziert sich dio Gleichung 348) auf 
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Da ^ 0 ist, so nebmen iind A^ wioder die Werte 346) 
an. Setzen wir auBcrdein noch wobei 

bloC Funktioii von A, , bloB Fuuktion von ist, so 

reduzioron sicli die partiollen Differontialquotienten auf ge- 
wOhnliclio imd dio Gleicbung 350) vorwaudelt sich in 



Wir erf U lion diese Gleicbung, wcnn wir setzcu 


Au 8 tlicson boidcii Gleichungeii folgl, da 6, 
von Aj und bloli Funlctioii von ist 


bIo6 Funktion 


daber 

852) 



2 




Alio dio SubsUlutionen, wolcho wir da machton, waren cr- 
laubt, da es sicb boi Ableitung dor Bowegungsgloicbimgen 
au 3 dor ITamiltonschen partiollon Differoutialgleicbung, 
wie wir wissoii, bloB darinn liandelt, oin vollRUludiges Inte- 
gral dorsolbon m findon, d. h. einen Ausdruck fl’tr \V, 
wolcher ibr genfigt und dio nbtigo Auzabl unabbangigcr 
will klirl ichor IConstanten hat. Dor Ausdruck 352) aber ist 
ein solchcs vollstllndiges Integra), da or auBor der additlv 
hiozukommondeii Konstanten noch dio zwci willkilrlichen 
voneinandei* unabhiingigon Konstanton unci enthltlt 
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Sotzfc mm soine partiollou DiObrontialquotiouton mvM dor 
ejnon and nacli dor anderon Koiiatanto gloicli cinor dritten 
reap, viorton ^villkVn‘Ucllon Konataaton, so orhllLlt man die beiden 
Bowegungsglcichuugon. Da dor particUo DiilorenUalquotiont 
von W nach die Zoit nicht oiitluUt, so liofert or, gloich 
einor Konstanteu — 6'a/2 gosotzt, dio GJoicImng dor Balm. 
Afaii erliiilt also flir diesolbe 


B53) 


J y ^ Oi }-2 (^2 ^ * 


yx,di, 


wobei man sicb fdr uiid dio Worto 844) und 346} 
substituiert zu donken hat, so dalS also dio Intcgralo ultru- 
elliptisclie, fhr das liotationsollipsoid oni])tisclie wordon, 

Dioso Gloiclumg onthUlt in Wirklichkoit nur zwoi will- 
kUvlicho Konstanteu uud wolclio so bestimmt 

werden koinien, daB dio Koordinaton dos gogebonon Aus- 
gangspunktes dcs inatorioilon Punktes dioso Gloichung bo- 
friedigen und daB im Ausgaugspunkto dio Richtung dor 
durcli dieso Gleicluing dargestelUon Kurvo dio gegobeno 
Bowegungsrichtuug des inateriellcu Punktes hat. 

LkBt man auf oiner Kugolflilclio von einoin Piinkto A 
aus nach alien darauf inagliclion Riclitiingon inatoriollo 
Punkto ansgohon, auf wolcho sonst icoino Krilfto wirlcon, als 
diejenigon, wolcho sio zwingon, auf dor Kugolilllclio zu 
bleibci^, so bosebreibon alio dioso mateviollon Punkto grbUto 
Kreise, welobo sich in dem A vis i vis liogondon Punkto B 
der KugolHilcho wiodor treflon. Das zwisclion A und irgond 
einem andoren Punkto A^ oines solclion grbflton Kroisos 
liegondes Stuck AA^ des grUfiten Kroiscs ist so lange dio absolut 
kUrzesto Linie, dio man auf dor KugoHlUcho von yi nach Aj 
ziehon kann, als dor Punkt B nicht auC dom StUcke AA^ 
zwischen A und liegt. Im letztoron Fallo, wonn also 
der materioile Punkt auf dem Wego von A nacli A^ don 
Punkt B Uberschritten hat, ist der grUBto Kreisbogon ABA^ 
nicht mehr dio absolut kUrzeste, auf der Kugel liogondo 
Vorbindungslinie dor Punkto A und A^, abor ei* ist noch 
ein Grenzwert, d, h. dio Lkngo jodor anderon ihra unend- 
lioh nahen Vorbindungslinie A CA^ dor Punkto A uud 
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auf (lev Kiigel ist von dcr Liliigo dos groBten Kroisljogeaa 
urn cine GrbBo verschicden , die uncndlicli klcin 
liolioror Ol d nun g ist, als dcr durchRchuittlichc Abstand 
ivgond cincs Punktes des groBtcn Kvelsbogcns von dem 
ilim zunaclist liegcudcn Punkte der Kurvo AOA^. 

Wcnu man nun von irgond cinciu Punkto A auf dcr PlacUe 
eioGs drciachslgen Elliiisoidea in gloiclier Weise nach alien 
Uichtungen darauf nmtoricllo Punkte aussendet, auf welclio 
sonst keino Kraft wirkt, als diejonige, welclie ftio zwiugt, 
auf dcr Ellipsoidflilchc m bloiben, so sclineiden sich alle 
Balmen dioser Piinklo, deren Glciclumgen alle die B'orm 
der Gleicliung 353) Imbon , nicht mehr nochmals in 
einom und demselbcn Punkte, sondoru sic liaben vis h vis 
vom Ausgangspunkto cine cinhtUlende, die sicli nur dann 
auf don vis a vis von A liogendon Punkt reduziert, wenn A 
auf cincr dor Achsen doa Ellipsoides licgt» Das Stuck jeder 
solchen Bahn, das zwisclicn A und irgend eincm andoren 
Punkte A^ der Bahn auf dem Ellipsoido liegt, ist so lange 
die abaolut kUrzcslo Linio, die man anf dom KlUpsoidc 
j^wisebon A und ziohen kann, als bcim Obergango von 
A nach -^Ij kein BorUhrungspunkt niit joner eiublillcnden 
durcblaufoii ^vird. Xm lotztorcn Falle ist os nocb imnior 
oin Qrenzworl, da, wie wir in § 89 aus dom Prinzipo der 
klcinstcu Wirkuug bewicsen, dio Bahn eines von koiaon 
IO*ilften affiziorten matericllen Punktes auf einor krunimen 
FlUche immor oin Gronzwort sein muB. Es iat aber ublich, 
dioso Balm ohno wciterc ErlUutorung als eiiie ktirzeste 
Linic nnf der botreffonden Flilcho zu bezoiclinen und des- 
halb nennon wir auch alio durcli die Gleicbung 853] dar- 
gostellton Kurvon kUrzesto, loxodrome oder auch geodiltisclie 
Kurvon. Man sucht nainlich zu SchifF im allgomoinen in 
cinor kUrzeston Linio von dor Ausgangs- zur Endatation zu 
ateuern und in der Geodilsio wird dio Entfernuug zweier 
Orto dor Erdoborflache langs dor kttrzesten Linion gemessen. 

Die Abhilngigkeit der Lage des betrachteten materiellen 
Punktes auf dem Ellipsoido von der Zeit erhlilt man, wenn 
man don partiollon DifFerentialquotienten, der durch die 
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Gleiclmng 362) gegobonen GrbBe W nacli gloicli oiuer 
nGiicn Konstanten —Ay Dadurch crgibt sicli: 


r c^y^v^k 

J Vofa f«t y^i 

Daraiis folgt: 



bi ]/«! Aj — a.j 


— « . 


Wg 


4 t 
m 


364) 


4 

tn 


"j/ ^ Oj 

wilhroiul die Difl’orontiatiou dor Glcichmig 353) liefert; 

866) - . . = 0 , 

woraus duvoli Quadrierving folgt: 

qr,ft\ =0 


Multiplizieron wir das Quadrat der Gloicliung 364) rait a,, 
addierou da/.u das niit — a, multiplizierto Quadrat dor 
Gleicliung S65) und die luit ~ ^2) nnilliplizierte 
Gleichung 866), so orgibt sich init Rllolcsiclit auf die Defi- 
nitLon dor GrSBon // durch dio Gloicliungon 346) 

Al X'l + yi\ ?:] = . 

3 3 \ \ 


Ks ist also 4^?! das Quadrat tka IBowogungsmomonies, 
also gloich 

Die Geschwindigkeit o unigolcehi't ist 2]/(4jmy also 
wEhrojul der ganzcn Bewoguug konstant, wio os niclit andors 
zii erwarton war. Dor wilhrond dor Zoit I zurUclcgologto 
Bogen der loxodromen Kurvo ist also gloich ci und man 
erbklt, wenn man in die Gleichung 358) sjo statt I schreibb 
dio Rektifikation der Krlimmungslinion dos droiachsigeu 
Ellipsoides. 


§ 66. Bin spezieller Fall des Creikorperproblems. 

Wir wollon nun die Bewegung einos matoricllon Puuktes 
von cler Masse 7 n betrachten , welchor von zwoi fixcn 
Zentren P und P' angozogen wird uud zwar von joclom nach 
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dem Nowtonschcn Gravitationsgosotzo* Wii* bezoiclmcn 
die Lange der Gcradeii PF' mit 2c, ihren Halblorungs- 
piinkt mit 0 uiul betrneliten ziiorst den apeziellcn Fall, da(i 
die Anfangsgeschwiiuligkeit zu Anfang der Zeit in dor 
Kbenc liegt, die man durch P, P' uiid die Anlangslago des 
niatcricllon Puriktes legen knnn. Dor Piinkt iduibt dann 
immev in dicsor IChcuc. 

Wir wlihlen den soobeii in it 0 bezciclmoton Punkt zuin 
KoordiiiatcnurB])rnnge nnd ziolien die Abszissonachac OX.^ so, 
da 6 der Punkt P auf dor positiven Abszissenachso, dor 
Punkt P' auf dor nogativen Abszissonacbso liegt, dio 
Ordiiiatcnachso OX^ darnuf sonkrcclit in der Ebenu dor 
Balm, die Achso OX^ .scnkreclit auf dio Balmcbeiio. Dor 
niateriello Punkt befinde aicb zur Zeit t im Punkto A, dcasou 
rcchtwinkligc Koordinaten rr, , soiou. Es iat danu 

Xj := 0 . Wir konatruicreii fenior oin clliptischca Koor- 
dinatenaysteuK Dio Konatanten uiid dcssolbon sind 
NvillkuvUcl^, U 3 soil jedoch sc gewiUdt werden, dali 

357) a] -- aj = c^ 

ist, daB also P und P’ die Bronupunklo dor Ellipaon und 
Hypcrbclii siud, in denon dio Iconfokalen Fliiclion zwoitcMi 
Grades, wolcho dio olliptischen Koordinaten delinicron, you 
dor ^Cg'Kbono geschnitten wordon. Dio bolronbudeu 
olliptischen Koordinaten des Punkloa A soiou Ap Ag* Ua 
fUr dioseii Punkt ^ i) ist, so ist audi Aj = — Dio 
bcidou zwoiachaUgou Hyperboloido elegoneriorou in dio 
Ebono. Dio Kclationeii zwischen und A^j, lindoii 

wir, worm wir in don Gloiclmngcn 330), 331) \uid 332) 
setzen A^ = — a,, wodurch wir wegon Gloiolmng 3D7) 
erbaUon: 

e'^xl - {al + AJ(a.j P AJ, 
c^(vl -I- X,^){al -p A,). 

Die Addition dioser Gleichungon liefert: 

-P xl = 4- nl 4- A, 4' A, , 

daher 

== d* A, 4- A, 4 - wly 

UoUzniftnu, Afcchnnlk 1 1. 17 


(. 
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wonn wir 

Jtij = j/a.j -i- Ky ~ + ■'•i 

aetzau, wobei dio Wurzelii iniinor init iKisilivotu Zciclien zu 
nohmeii sincl. 

Bozeichnen wir dio Ab,stiindo A F imd A F' init r uiid 
r, 80 ist 

358) I = '"a - 

I ?•'= yi’ -I- o" F 2fl;c.j = -I- . 


Die Vorzeichcn sind ricbtig, da r, r'> «•>, und i) 09 itiv uud 
mit Bciucksiditigung dcs Vorzoicbons /,g > /j, dalior auch 
> m> 2 ist. Wonn k und // Konataiiton sind , so ist dio 
Kraftfunktion in diosam Fallo: 


* _ /•' _ k'dr, - -h _ 

~ r r ~ 

dio lobondigo Kiuft ist 




(// /i’) u'<i - (4* 4- h') Wi 

— A-j 


2 

m 






/i^ uncly/gerhlUt man, iTulem man wio<lcr in den Formcln B3D) 
Bctzt — aj, wo(Uu'ch folgt: 

>#3 _ ^-2 “ ^-8 . y/^ s- — h-7../y , 

' {ni + -i- 1,) * ' («5 *1- h) 


Forner ist statt xmd q^ zu sotzcii dWjdX^ und d WjdX^, 
Es wird also 



Bevor wir dies in die Ilamiltonsclio parti olle Uifl'erontial- 
gloichung 301) substituieren, woHon wir fUr X^ und X^ die 
Variabeln ro.^ uud oinfldiren, Forucr woUen wir nocb 
aotzen : 

359) ]r=a,^-h 

wobei TBg nur Fiinktion von X^ oder w^, nun Funktion 
von L Oder Wn sein soil Es wircl 
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2m«, (tc^, - w]) + (e’ - (wl - 



+ 


-h 2 m (// — k)tr, — 2 7n {k -r ^ ) ^ 

nncl man kann setzcn 


(ii/’i — ^“)( <V;|r) ^^3 + 2 m (A*' — k)w , — 2mc^^ 20 ] 

bK - '^■■')('y,)j)'= “ «3 'l- - 2w«, «■;; • 


Die (lurch diese GloicLungon definierteii Fimklionon 
W,^ und sind ellii)tiRGlie imd zwar erscheiut H ^ zuniichst 
ah Funktioii von tv^, ah Funktion von w^; beido konneu 
dahor vevmbge der Gleichungcn 358) aucU leicht ah 
Funktionon von r und r aiisgedrUckt werdon. Die Sub- 
atitwlion in Gleichung 359) Hcfevl zivn^chst W. Dossen nacU 
genommener partiellev Din’crenlialquotieiit liefert gleich 
oincr neuen Konsianten gcselzi die Gleichung der Balm, 
wogegen man den zeitlicben Verlauf der Bewogung orhalt, 
wenn man den parti ellen Diftcrcntialquoticnten von W 
nach rq gleich eincr aheruiah nouen Konslauten setzt 

Wir wolleu nun wieder die Bewegung eines matcriellen 
Punktes von der Masse m, der gegen zwei fixe Anziobungs- 
zentra P und P' mit dor Kraft k/r^ resp, Ic/r^ gezogeu 
wird, betrachten, wobei wieder r und die Entfernungen 
des matericllen Punktes zur Zeit t vou P resp. P' sind. 
Es soil aber die Richtung der Anfangsgeschwiiidigkeit dcs 
materielleii Punktes nicht in der durch seine Aiifaugslnge 
und P und P' hindurchgobenden Ebene liegen. 

Wir wllhleii wieder den Halbiorungspuukt der Ge- 
raden PP', dcren Lange wir mit 2e bozcichnen, zum Koor- 
dinatenursprunge, zieben von 0 gegon P die positive Ab- 
szissonachse OA'g, auBerdom zieben wir aber noch ^^Yei 
beliebigo fixe Koordinatenuchson OY und OZ auf OX^ 
senkreeht im Haume. Zudem wonden wir noch eine be- 
wcgliche Ordinatcnachse OX^ an, wolclie stets senkvccht 
zu OX^ iinmer in der durch OX,^ und die augenblicklicho 
Lage dos maleriellen Punktes m gehenden EbeneAg^^Ag 
liegen soil 


17 
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Die Koordhiatcii des Punktes A IiozUglicli des be- 
wegliclieii Koordinatonsystemoa OX„ und OX^ solien init 
*2 imd a;g bezoichnot wcrdeii. Dor vorauderliclio Winkel 
zwischen den Goraden OA', mid OY, also zwiseben dcr 
fixen a; 7 /-Ebeno X^OY und der be^vcgliellcn a-.y-Ebone X^OX^ 
sell mit <)■ bezciclinet werdon. Die.sor Winkel bosUmmt 
die Lagc der boweglichcn a:)/-J?beiio, willirciid und die 
Logo do9 Punktes A auf dersclbon bcsliininun. Dtuxb die 
drei Variaboln und 0 wild also die aiigenblickliclio 

Lago A dos niatoriellon Punktoa ini Kaiinie oindoutig bc- 
stimnit. 

Das VorblUtnis der Variaboln Aj, A, zu aij, -x^ drttcktc 
in dcr ebon gciflstori Aiifgabo cine rein gooinotriacbc Be- 
zieliung aiis, wolebe blofi auf die r^ago in dor x^ aij-lCbonc 
Bezug hat und ganz davon iinabliftiigig iat, ob dicao Ebeiie 
fix ist odor sicli bowegt. Dio gcomotriaclio Logo dea 
Punktes A auf der A', OA'g-Ebono ist abor jetzt gonau 
dieselbe, wio frtthcr, ala sicli dor matoriollo Punkt in ciiicr 
Ebeno bewegte. Wir kbnncn also jetzt wio daniala die 
Variaboln Aj und Ag statt Xj, und cCj oinflibron, Es worden 
allo Gloicbungon zwischen dieson vior Variaboln, wolclio 
sicli auf die geonielrisobo Lago des Punktes A auf dor 
A'j 0 Aj-Ebotto bezieben, vollkominen iinvoi'andort bloibcn. 
Setzeu wir wieder 

60 wird wveder 

y k f<f ^ (/c'— {k' A' h) tva 

^ r r' ^ - wj 

Dio BewQguQg dos matoriollGn Punktos wiUu’Oud dor 
Zoit dt kaim in droi Kompononton ^'orlogt wordon: 

L Ks wilchat um dx^ Dadurcli vorsdiicbt sich dor 
Piinkt um das Stuck dx^ in dor Riclitung OX^, 

2, Es wilebst ^3 nin diCg, dndiirch vorschiebt sicli A 
um das StUck dx^ in der Riclitung 

8. Ka v/Uchst \)’ um dO* Dio Vovsehiobung, v^olchc 
(lurob diesen Uinstand alloin bowirkt wUrdo, ateht sonkrecht 
auf den bcidon frlihoren dx^ imd dx^ und Icaun als oin 
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uiiendlicli kleiner mit dom Radius a-g beschriebcner, dom 
Zcntrisvinkcl d gcgenUberliegender Kveisbogen von dev 
Lrmge3;3diV betraclitet werden. Dcr gesamto vom niateriellen 
Punktc wabrend dev Zeil di beschriebene Wcg ist also 

(I s = ]/da:j -k dxl + d ‘ . 

Nun bloibcn abcr die geometrisclien Beziebungen 
zwischen Xg, und x,^ dioselbon, dabev ist 

4 [dx] + (lx;) =- yi.j dXl 4- dX] 


und wenn man wieder die Differentialquotienten nach dor 
Zeit durcli angehaugte Stviche markiert 


d s 




dalier 


d i 


i (rf 7 )'= -i 


woraua Rich die don genernlisicrten Koordinaten 
// entsprechendcn Moincnto glcich 


<?, = <?J= i >-'i, '/j-mx-.'J 


und dahcr 


7 ’= '.(. 


?? 


4 - 


4 ^ 


_l 3 1 
4 xjj 


crgibt. Kho wir dies in die Hamilton ache 
Difterentiaigloichung 


d W 
di 


-]r T V Q 


particllc 


substituieren, baben wir darin far die partiolleu 

Differentialquotienten dos uach don Koordinaten, also 
dWjdl^^ dWjdl^ und dWjd\h einzusetzen. Wir wollen 
fllr Xg und cUo Vaviabeln tUg und einfilhreu, oi- 
haltcn also 

a \v i_ ^ LIL' — _L 

d }.2 ^ 2 zv^ dw^' dl^ dtv^ 

Diese Worte nebst d IK/5?*/ sind in T filr q^^ uud q^ zu 
achreiben. Ferner ist 
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)., - A, 


- 

wl 

— 


+ A,)(«i 

^■ h) 


- 

= 


A3 — A.J 

+ A3) 

wl — 
10} ((tfj 

w] 

- 

1 _ 





f 

xi *' 

' H 

-1- ).,) (a j 

+ A3) 

" ('«5 - ' 



^ .i! ' . L V 

7Vl — Ui \tvl — C' W\ — / 

Endlich wollen wiv noch sotzeu 
IV t ‘jr 

wobei IF'^ nur Funktion von rcsp. luir Funktiou 

von resp. 70^ sein soli, so dali 

d ir _ d]V _ ? .9 }L ^ .9 

dT d </ '^^ 3 ^ » Q li 


wird. Es vorwandolt sich schlioBlicli nacli Mulliplikation 
mib 27)1(70] dio HaniiltonBcUe partiollo Difleronlial- 

gloiebwng in folgcndc Gloidmng: 




, „ ,./rf , i iJd U'',V I «‘"3 

+ 27)1 (k — Ic ) + 27)1 (Jc + k) 70^ + 2 w 7o] — 2 771 w\ = 0. 


Zu dicsor Gleiohnng addioron und subtraluorou wir oino 
dritto Konstante und spalten sio dann in dio l)oi(len 
Gleichungen: 


2 jh(&' ~k]w^~ 2»« <Vj w\ ~ y|’"^ + «, , 


Aus diescii Gleicbungon folgt als ultraolUptischo Funklion 
von 702 und als obonsolclio Funktion von 7 v^* Dio 
boiden Gleichungen der Bahu ovbhlt man, wonn man (lie 
beidon paidiollcu Differentialquotioiiton dos W nacli 
und fifg je gleich zwoi neueu Konatanton 
den zoitliohen Verlauf der Bewegung aber orhlllt man, indora 
man den partiellon Differentialquotienton dos FF^ nnch 
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glcich einer lefczten Koiistantcn setzt Naturlich bcetelit 
die Gloichung der Icbendigen Kraft uud die auf die yx- 
Kbene bozuglichc FlllchciiDioineutengleicbung, init dercn 
Deduktion aus unscren SchluOgleichungen ich inich aber 
niobt aufbalten will. 


VI. Method© dor Variation der Koustnnton. 

§07. Beziehung dieser Jdethode zu der der Variations- 
reohnung der reinen Mathematik, 

Schoii in § 8, in dcm nachsten auf Entwicklung der 
Gleichung 03) folgonden Absclinitte, beRcbiiftigten wir uus 
mit der Idee einer fortgcsotzten Variation, bis man zu 
einem uin Endliches vcvscbiedeneu Zustaudc gelangt. Im 
IV. Absclinitto Imtteu wir es dann sclion wicderholt mit 
dem Rogrifle dcs allmiiblicban Uborgangcs der rein inatbe- 
nmtisciion Variation in eino kkino, durcli pliysikalisclie 
Uraacben bewirkte wirklichc Auderung dor Bewegung zu 
tun. Oamit ist aber Bedeutuug dieses Begriffes flir die 
thcoretischc Pliysik noch lange nicht erschopft. 

Ks gibt namlich koinen cinzigen Naturvorgang, wclcber 
sich in so ciufaclier Weiso abspiolan wUrdo, daB or absolut 
exakt in Gleichungen gefaBt werdon koiuite. Gllickliclier- 
weise ist jcdoch liiiufig eine der wirkenden Uraachon boi 
^Yoitem die ausscblaggcbendste und man kann die Bewegung, 
wolclie durcb aie alloiu erzougt wiirde, in Gleichungen 
fasaoii, welcbo die wirkliche Bewegung angenftliert dar- 
stellen uud gewisso Integrationskonstanten enthaltou. 
])iG Ubrigon wirkenden Ursachoii werden dann als solche 
beti’acbtet, welcbe jene oinfacbe Bewegung storen und die 
Werto der Integrationskonstanten kontinuieriicb langsani 
verandern. Diejenigo einfacbe Bewegung, welcbo eintroten 
wUrde, wenn zur Zoit t plotzlich alio Stdrungeii aufboren 
warden, und welcbe mit denjenigon Werten der Integrations- 
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konstantcn fortgiugo, wolclio clieso bei dor wirlcliclirn J3o- 
wegung geradc zm* Zcit t haben, lioiBt dio oskuHeroiido oin- 
fncho Bcweginig. 

Diesc Motliodo dor l^bsung komplizioiior Problcmc 
hoillt dlo Mothodo dor Yariaiion dor KonBlanton. Ibre 
DuvclifGbvbarkoit beriiht darauf, dali allc AusdvUcke nacb 
Poteuzeu der als fiehr kloiu I>otracliteton SlOnmgon ont- 
wickclt werdcn und zuoret alio Potoiizon mit Ausnalmio dor 
erston vernaclillis^igt wordon. Ist dieso Koclnuiag diirch- 
gofUhrt, so Icdnnon daiin dio Glicdor zwoitor Ordnung ebon- 
falls borllcksichtigt wcrdon u. s. f. 

So ist ill orstor Inslanx dio VVivkung allor Krilfto cine 
Storung inid dio goradlinigo, gloiclifbnnigo Bo^YOgung, wolche 
eintvcten wUvdo, wcnn in eincm bcstiininton llomento alie 
KvUfte aufhGron wilrdoii, die oskuliurcndc. Eiu goworfouer 
Kdrper (GoschUtzprojektil) bcscbroibt in orator Annilboning 
die Fallparabol, dio StOrung durch dou Luftwidcrstand 
>vird als kloin botracbtol. Koibuiig, ^Tittol8^vi<lerstalKl, 
elastiscbo Nachwirkung, oloktroinagnotisclio Dilmpfimg 
werden als kleino Stdrungon boi don Scliwiiignngon von 
Pondeln, Magneton, boi aknstischen nnd oloklroinngnotiscbon 
stebendcn Scliwingnngeu beivacbtct. Die ersto Anwcndnng 
nnd hdebste Vollcndung erfuiir jodoch dieso Mothodo in 
dor Astrononiie, wo man dio Bowogung jodos Pianeton, 
Mondes odor Komoton unter dom Einllusso soinoa Zontral- 
kdrpers als dcsson ungostdrto Balm, dio JOindUsso aller 
Ubrigen HiinmolskGrpor abor als kloino Stdrungon dersolbcm 
botrachtot Obwobl uns dahor bior dio astvonomisclien 
Anfgaben forner liogon, so wordon wir docli niclit mnbin 
kGnuen, sio als Mustovbildor l\\r eiuo RoebnungsmetUode, 
die auch in dor Ubrigon Physik tUglich lillufigor in An- 
wendung kommt, hicr in don Vordergnmd zu rllckcn, 

Die boschrioboue Mothodo dor Variation dor Konstantoii 
schoint (ler Idco iiach grundvcrschiodcn von der in § I 
dofiniertoD und in don folgendon Paragraphon vorwendeten 
Variatioiismotbode dor reinon Matbomatik. Prakliscli sind 
boidon Mothodon dio nUtcbston Vorwandton, da boido auf dor 
Voraussotzung boruheu, daB dio Vaviationow so kloin sind, 
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(laB mail die Glieder erster Ordnung fiir sieh, die 2\veiter 
davon getrennt >viedcrum flir sich etc. bolvachlen darf. 

Wiv NYollcii nun die Methods der Variation dev Kon- 
Stanton naher folgeiulernuiBeu deliniercti: aoi die Hc- 

rechuung clev Rewegung eines inechanischen Systems, in deiu 
Kvlifto tiltig siiid, die cine gewisso Krnftfunktioix T liaben, 
geluiigen. Die Ldsuiig ciitlmUc die ndtige Zahl von Inte- 
gratiouskonstanten. Es soil damns, dndurch daB man stall 
(iiesor .Intogrationskoiistanten Eiinktionen der Zeit sub- 
stituiert, die Ldsung eiuer anderen Aufgabo abgeleitet 
worden, wobci dasselbc mechanische System sich iinter dem 
Einflusse von Kraften bewegt, welche eiiie otwas von V 
verschiedeno Kraftfunktion Fh- liaben. Wir wollen 
dieses Problem zimVicbst nach der Lagrangcschou Metliode 
behandeln. 


§ 68. Lagrangos Hilfsaatz. 

Wir leiten vorerst eine allgomoine Relation ab. Ks 
sei genan wio in § 55 cin belichigcs mechanisclies System 
gegebeii, das dnroli die genoralisiertenKoordinatou7;pi>2...?>^ 
bestimmt ist. Wir setzen Einfacliheit halber voraus, daB 
zwisclien dicsen keinn Bediiigungsgleichungcn bestohen und 
eino Kraftriinktion F cxistiert, wclcbe unr die Koordinaten 
uud cventuell die Zeit cnthalt Wir bezeiebnon wie frilber 
mil y die Geaclnvindiglceilen, mit <7 die Momente, mit 7' die 
lebendige Kraft, welche wir bci BiUlung der particllen 
Diffevcntiahiuotienten als homogene quadvatisebe Funktiou 
der Geschwindigkeiten ausgedrllckt donken und setzen 
H == T — V. Danu lauten uach 74) \uul 28G) die Bewegungs- 
glcichuugcn: 


360) 


"(it (li\bp\] htif. 


A “ 1, 2 ... 


Aus diesen Bowegungsglciehungen konneu die Koordinaten 
als Pnuktionen von der Zeit i und 25 Integrationskon- 
sUinteu (7p getundon worden. Wir wolleu nun dea 

Werton silmtlicher Integrationskonstanten uneudlich kleine 
Zuwachse dC\^ erteilou. Dadurch werden die 

zn irgond einer Zeit gehorigen Werto der Koordinaten, 
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GesclMvindigkoiten, Momonto sowio alio AusdrUoko, welcbo 
Fuuktionon dieaor GriJBeii luul der Zoit sind, ohcnfalls 
unendlich kleino Zuwllcliso erfaliron, dio wir durcli cin vor- 
gesetztes S bezcichiien woUou. Jedor dorartigo Auadruck 0 
kaim, ^vio die Koovdinaton, Gescluviudigkcitcn und Momei^to 
sclbst, ala B'unktion von iy aiisgodrUckt wordou 

und es iat 



Die don Worteu C+SC dor Tntogmtionskonatatitun 
ontsprochondo Bewegung isl alao oino apo/dclle variicrte 
Bowegung im inatliematischcn Sinno dor Yaviniionarocbnung 
uttd wiv knUpfcu hicr dio I'heorio dor pliyaikaliachou nicht 
stronge unondlich kloincn Variationon vollstilndig an dio 
dor nmthomatisciien Variationon an, 

Wir wollon nun noch oin zwoitca Mai don Integrations- 
koDstanton (7^, . C2, boliebigo andoro, von don d C votl- 

sl^ndig unabhkngigo^ unondlich kloino Zawiachse J Cp 
^ C3 . . . zl crtcilon. Dauu iet cbenao dor dadvu'ch ev- 
zeugtG Zuwaclis dcs zu irgcnd ciner Zoit gohdrigon VVortos 
von O 


2 ^ 


AQ 


d 0 




Dor Zuwacha, wolchcn Q orfiVhrt, wonn man darin dio d' C 
und nalttvlich immor i unvorlliKlert, abor die C um A C 
wachsQD met, soil mit A ()' (?, dor von A G, wouu man blod 
die G um (J C waclisen llifit, mit S A 0 bozoiclinoL werdon. 
Oann iat olVonbar 


29 


3G1) jua = y^yj> 


'* a /t” ^ •d Gu * 

^ ^ d Ch d Ck ^ 


Lassen wir in dll/dp)^ odor dlljdpf^ dio (7 und wachson, 
80 erlmlten wir dio Grbfien " 


207 


GI. S62-8r>8.] VI. § 08. Laf^i angcs Hilfssatz. 


und (la dio ^ von der Zeit ganz iiiiabliilngig sind, so foigt 
avia 3 GO) 


Ebenso foigt 


d ^ dH . dU 

dt bpi, 6pu 


d 

(li 


6 

dp' 




Wir subtrahiercn die zweite diescr boidon Gloichungen von 
der craten, naclideui wir die ersto mit die ziveite 

init niultipliziert baben. Wenu wir noch 


y d Jl ddpt, 
^ d p’}, d I 



d^Ph 
il i 



dj! 

^p'h 




einnjal addieren, daun subtrahiercn, so erbalten wir 


'di 


. ^ dif . ^ d 77 I 

^ ap\ op\\ 

. V t/77 , , . d/7 V f d/7 


0/7 




Wir wollon hicr dem h alle Werto ortcilen und alio so 
evbaUenon Gieicimngen addieren. Da die duvcli S und A 
angezeigten Variationen voHstilndig vonoinander unabliHngig 
sind, so ist die Summo dor beidon positiven Gliedor, di(i 
man so rochts orlullt, nichts audores ala UAH, dieSumme 
der boiden negativen abor nichts andercs ais ^ ASH Da 
nuu diese beiden GroBen nacli 361) untereinauder gleich 
sind, so verschwindot die rcchte Scite und cs wirtl 



1 I 


Da V die Gesclnvindigkeiten niclit enthillt, so ist d IIjdp\ = 
= daher kaun man die letzte Gleichung auch 
so schreiben: 

8 

1 

Aus dor GrdBo 

1 


863 ) 
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muB ftlso, woun man allcs (lurch flic C unci deron Vaiia- 
tioneii nnd die Zeit iiusdrllckt, die lot/.torG horausfnllon. 
Dicse GroBo kann so unsgedriickt mir Fiinlctiou dor (J imd 
deren Variationon soin. Dio lotztoroii onthillt sio nattirlicli 
so, diiB jedes Glied ein d C uiul oin J C ids Faktor hat. 

Urn zu zoigen, wio oinfach dor Sinn dioser Dotrachtungoii 
ist, woilen wir sie an oinein ganz loiohten Boiapiolo er- 
Ortern. Besteho uneor System avis ciucm oinzigon matevicMoir 
Punkte von dor Masso oins, des.son Abszisso p .soi iind dor 
sicli auf dor Abszisscnnchsci unter EinlluB oiner Kraft — a^p 
bewegt, die ibu gegoii don Koordinatonanfangspuidct zioht 
und deron IntonaiWlt dor Abszisso p proportional ist. Dunn 
ist jt) = Gj 3in(a< + C\), a cos {a I + C^) 

dp = d 6] sin (n t + Gj) -I- G, d 0^ ■ cos (a t H- Gj) 
dp = a d G^ cos (« I + Gj) — « Gj d Gj • sin (re t + Gj) 
zl p = J G, sin [a t H- G^) + G, J G^, • cos (a l -p Cj) 
4/;/— aAC^ co8(^r.^ + Q — a A C\ • sin [a t + 6^), 

(labor 

ASp — S C\ ’ A C3 cos(rt t + C^) + () C2 A C\ cos {a I + C^) — 

— A O 2 sin [a i + C^) 

und (lorsclbe Wort folgt fUr (yAp. Es ist q p\ Die 
QleicUung 802) besagt daher, daC ApSp'^ ^pAp die Jieit 
uicht onthiilt, sondern nur Fiinlctiou dor Intcgralionskon- 
stanten und ihror Variationon ist In dor Tat folgt aiis 304) 

Ap Sp^-^ ilp A ;/= « {() GyAO^- AC^$ C'^). 

Wir wollon nun zur Methodo dor Variation dor Konstanten 
iiborgehen. 

y § 69» Lagranges Jffethode der Variation der Konstanten. 
Ks seion die 

365) p inid q 

als solche B'unktionen dor Zoit t und von 25 Tntogrations- 
konstanten C gofundon, daB die Qloicliungon 300) orflillt 
Bind, in denon die Kraftfunktion Foiiien bostiinmt gogebenen 


Gl. 360. 367.] 
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Wert bat. Wir uonnen die (lurch diesc Wertc der p bc- 
stimintc Kewegung die ungestortc^. Nun solleu zu den 
walnend dersclben wirkenden Kriiften nocli nelir kloino, dio 
storonden binzukonimeii, wodurcli der Wert dor Kraftfunktion 
von V in K uborgelien soil. ist naturlich ini all- 
gemeinen eine 1^'unktion der Koordiuaton und der Zeit, 
dcron Wert aber immev Ukin sci. Dio uutev dor i(\t- 
wirkung diescr stdreudon Krafto staltbudcudii Bc^vogung 
neiincn wir die gostbrte. 

Dio Gleicbungen 360^) fur dieselbe imtersclieideu sicb 
von den Glendiungen 3G0) bloli dadurch, daB V -f ^2 an 
die Stelle von V tritt und wir stellen uns die Aufgabo in 
dio Wertc 365), welcho die Gleichungen 360) fUr dio un- 
geatorte Bewegung befriodigen, statt der Konstanten Csolche 
Funktioneu der Zeit zu setzeu, daB die bicrdurch erlialtenou 
Variabein 

366) p, p, t] 

(lie Gloicbungen 360’^) fiir die gi^storte Bewegung crfiillen. 

Da nun die C variabel aind, so worden sic wahrencl 
der Zeit dl gewiaae Zuwacbse d 0^ , ^ . d erfahren 
und wir wollen den Zuwacha, den irgend eine Funktion der 
Variabein 365) dadurch evfilhrt, daB man darin bloB deu O 
dioae Zuwilchse ortcilt, dnvcb Voraotv.on des Zeichens 
ausdrOckon. Dieser Zuwachs ist bloB durch eine kleine 
Venlnderung der Werte dor Intcgralionskonstanton ent- 
standen und hat daher ganz die Kigonschaften der frtiher 
mit S Oder A bczcicbnetcn Zuwachse. Daiiri ist also 

(It (it ^ dt ' 

wobei das ersto 6 lied rechts deii Difterentialquotienten 
des nach der Zeit bei konstanten 0 ausdrlickt. 

Es sollen nun dio 2.9 GroBon C so gewlihlt warden, 
daB ftir jedes h 

367) = 0 

ist. Dio physikaliscbo Bedew lung der letzten Gleichung 
kann man sich folgondermaBcn klar machen, Wenu man 
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aiis (Idh Vaviabolu 3G5) (Uo Vaviabelu 8GG) biklct, d b, stalt 
(lor 0 diejonigen Funktionen der Zoit setzt, wolchc wir 
Gndon werden, so orhalt man die gestorto Bowcjgung. Wenn 
man nun von irgond einer Zoit t an plbtzlicli den C dlojonigon 
koustanteu Weuto ertoilt, wclclie sic gorado v.u joner Zoit 
haben, so stiinmon sowohl di(i WerLo dor p als auoh der / 
gonau niit jonon uberoin, wolcho dieso GroGon Idlttonj wenn 
die C variabel blioben. llan crhalt also cluvcb illcso 
Operation dio Bowegung, wolcho das System in dor Folge- 
zeit machen wurdo, woim zur Zoit i oline Anderung der 
Positionon imd Goschwindigkoileii dor Sysioiupunkte dio 
stGrenden KvUfto pUHzlich aufliGren wUrdcu. Itiui uennt 
die Bowegung, wolclm danii ointiiito, die oakuIicrcMido un- 
gestGrto Bowegung. 

Wenn z. 13. V dio Kraflfunktion dor Sonnonanziehung 
auf dio Erde, £i die dor amloron HimniGlskarpor ist, so 
liefert die plGtzliclio Konstantsetznng allor 0 dio Ellipse, 
welclio dio Erde urn dio Sonno boschroibon wdrcle, wonn 
plGtzlicb alio Stbvungon aufhth'tcn. NocK ftlnfad\ev: ^volm 
wir das Uborgowiclit an dor Atwoodsclmn Faihimschine 
als Stbning und Q als dcsson Kraftfunktiou an3(dion, so 
erbaltcn wir durch plblzliches .Konstantmaclion dor C dio 
Bowegung nacli Abhobou dos Uborgowiclits. 

Wir konnen dahor dio gestorto Bowegung so auffnsson, 
als ob in jodem Zoitmomento dio oslciiliorciulo ungosWrto 
Bowegung statthfttto, sioh abor doren Integrationskonstantcn 
allmUhlioh mit dor Zoit llndorn wUrdou; z, B. dio gostGvtc 
Erdbahn so, als ob sich dio Rrdo iminor in oilier Ellipse 
um die Sonno bowegto, doron Achson, Ebono otc. sich laug- 
sam andorten, don froien Vail bo, als ob dio Bowegung in 
jedem Augonblicko gloichfOrinig wiiro, abor dio Geschwindig- 
koit sich mit dor Zoit ftnderto. 

Dio Variabeln 3G6) sollen nun dor Gloicluing 300*) 
gonugen, wdlcho man ana 3GO) orhillt, wonn man V+Q 
statt V substituiert und wolcho wir so achroibon kOnnon: 

jL SJ' ^ dj _ _ i 

lit dp'h ““ dp,~ dp^ dj)}, 


Gi.aes]. 
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Die Qucrstriclie drUckcn aus, daB Ubcrnll die Variabeln 366) 
statt 360) subatituiert aind. Nun sind sowohl die p ala 
aucb die p gcuau so wic die p und p aus dcr Zeit und 
dcu C zusamiueugesetzt; nur claB in den erstereii die 0 als 
Funktionen dor Zeit zn bctrachton aind. Dabcr sind aucb 
V, T, dV/dpf^y dTjdp^ und dTjdp\^ die glciclieu Fuuk- 
tiouon dev Zeit und dor C wic die cntapvccthcnden vm- 
gestriclieiien GroBen; nur daB wieder die (7 Funktionen dcr 

Zeit sind. Dies muB bei Bilduug von -j, bcaclitet 

® dp,, 

werden. Wir donken uns dalier in dTfdp^ die/; und p' als 
Funktionen der Zeit und der C ausgodriickt und bezeicljneu 
durcb Weglassung dos Querstriebs ibren DilTercntial- 
quotienten nach der Zeit bei konstantcii C) durdi das vor- 
gesetzto dy aber den Zuwachs, der durcb bloBo Verllndcrung 
der 0 eintritt, also die Eigonsebaften des frulier (lurch das 
Zeichen d oder zl ausgedriickten Zuwacbses hat. Dann 
ist also 

y dr _ d dT dr_ 

dt 6 p\ ” f/ / 3 p\ d ^ d Ph 

Substituiereu wir alio dieso Werto in die Gleichung 360^), 
so folgt; 

808) f.. 1*’’. 

^ dt dp u dt dp t, dph dph dp^ 

Denlccn wir uns nun die p und // als Funktionen der 
Zeit imd der C ausgedrUckt, so sind die in dicsor Gloichung 
vorkommeuden GrbBcn 

"dt dpV dp, dp, 

identiscb ebonso aus t und den (7 zusammeugesetzt, wie die 
GrbBen 

d_ yr yr . ^ 

dt Spy dp, dp, 

der Gloiohung 360), Lotztere GroBen erftillcn abor dann 
letztere Gleicbung identisch, d. b. flir alle Werte der C und 
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(les /. Daher tilgen sicli auch clio cntsproclieiidcn Gliecler 
identiscli in dor Gleicbung 368) imd dicso reduziert sich a«f 


369) 


d, dT ^ 

Ul S p'u '(^Ph 


Da uuii S2 cin kloinos Zusatzglicd ist, so werdon sioh 
auch dio Werto dor Variabela 366), wciiigstens wonn die 
verstricliene Zeit nicht zu lango ist, aur wenig von doiicii 
der Variaboln 365) untorsclieidon. Wir Icdnnon daber an- 
gonUhert itt der olinedios kloinen rocliton Scite dor lotztoa 
Gloichuug letztore fUr oratero achreibcn uud dio G koustant 
anaohen und ovhaUen: 


369) 


tij dT^ ^ ^ . 

dt dp'h Bph 


Dies sind s linearo Gloichungon zwisclion den GrfiBon 
dCjdt. Die Gleichungeii 367) stollon nocliinals s linoaro 
Gleiclnuigen zwischoii denselbon GrOBon dar, so dafl alio 
dieso Grbfiou als Kunktionon dor Zoit bostiinmt werden 
kSnueu. lliro Werle fUr eino bestimmtc Zoit stGllon dio 
2 3 Integratiouskoustanteu dav. 

Dio 2 5 linoftren Gloichungon fl\r dio dCjdl wonlen 
am leichtcsten auf einem Umwego gelbst* Wir ertoilen zu 
diesoni Bolmfe boi der ungcstorton Bowcgung don C gaiiz 
willkUrlicliQ nnendlich Icloine Zuwllcliso J 6 p J Gg . . . z/ 6^^ 
und bczeichaen den Zuwaclis, wolclion dio Variaboln 365) 
und irgendwolche Funktionen dcrsolbon dadurch orloidori, 
durch das vorgesotzto z/. Wir nniltiplizioren fenior dio 
Gleichung 369) init die Gleicbung 36^^) mit 

und addieren alio diese Gloichungon, in donen dcm h alio 
Werto von 1 bis « zu orteilon sind, dann folgt: 

370 ) 

1 1 


Hier wurde wiedor < 7 ,. fUr dTldp\ gescliriobon; j'ornor be- 
doutot links rlio GroBe den Zuwacbs, don ( 7 ,^ erleidot, 
wenn dio G irgondwclche Zuwilchso d C^, d G^ . . . d or- 
fabron, hat also donsolben Sinn, wie dio in B62) mit 
bezeichnetfl GriJBe. Nur duS bei d, dio Zuv/iicbsc der G 


Gl. 371.] 
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mit dC, boi fW/,, abor mit SC bczeicliiiot wurden. Ja es 
aind die dC im Grunde aucli willkttrlich Ziiwachse, daja 
ganz uach Bcliebcn gcwSlIilt warden kaun. 

]i]s wird (labor nacli Gleichung 362) der Ausdruck 

871) 2 MT’/, 7i, rf) V ,) , 

/i — I 


wenii man alio p, p and q durcli die G and t ausdrlickt, 
nnr nine Funktion dor IntcgrationakouRlanten C und ibrer 
Zuwilcbse A C and d C scin kbnnen. NalUriich muC or so- 
wohl bozllglich der d G als aucli bezUglich der A C linear 
und bomogen scin, wio der Ausdruijk 363) bezOglioh der 
rVCund A G. Aucb rocbts kouncn wir in Gleichung 370) im 
Ausdracke i'br Si. die p durcb die G und i auadrUcken. Da 
A Si dor Zuwacbs ist, der bloO dadurcb entstobt, duB die 
C am dio A C wnebsen, so ist 




Nun sind aber die A C vollkomnion willktlrlich. Wir kbnnon 
dalier links und rocbts dio mit je oincni A C multii)li?Jortcn 
Glieder flir sicU einander gleicb sotzen. Wir erhalten so 
jedcs d^jdC als linearo B\inktion dor dCjdty deren Koef- 
iizientoa uiebt dio Zoit, mw die C oiilballcn, da die gaaze 
Hnko Soite der Gloichung 370} die Zeit uiebt onthalt. 
Durcb AuflOsung diosor Gleicbungon nacb den dCjdt or- 
balton -wir lungokehrt letztore als linearo Fiinktiouon der 
dil/dCf deron Koeffiziouten natUrlich wieder nur die C> 
niclit die Zeit ontbalten. 

Die lotztoren Gloichinigen erhalten wir noch kiirzer in 
tblgondcr Weiso: Wir bozeichnen dio Worte der p und q 
fUr die Anfangszeit mit p und c\. Wir kdnnen dieselben als 
(lie Intogrationskonstanton GwRblon, also dio Variabeln 365), 
und daber aucb die GrdCe S2 der rechton Seite der 
Gleichung 370) durcb t und dio p, (\ ausdrllcken. Da AQ 
der Zuwache ist, den diesc GrdBe bloB dadurcb erfUbrt, dali 
die Integrationskonstanten die mit A bezeiebneten Zuwilchso 
erfabren, so wird danu; 

RolteiQnnD, MccbHOlk IK 


18 
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Dio linko Seile dor Gleichung 870) rodvr/.ievt sick I'lh- die 
Anfangszoit auf 


8 



1 


und da aie die Zoit niclit explicit ontl\i.lU, mviO aie 7,u allon 
Zoitou dicaon Wort habon. 

Der Index 1 beim Diffoi’cntialxoichcn kann jetxt \Y0g. 
blevbon, da V'a ''^^d die Intogratiouskonatantcn solbst eind, 
also Yon den Vorilndoningen, dio sio orloidoii, wonn man 
unter Konstanthaltung dor Integrationakonatanton die Zoit 
wacliseii laBt, keino Redo soin Icaim, Man orUillt alao, woiin 
man in 370) die Werte 872) und 378) subatituiert! 



vind da die Werto abmtlicher Intogrationskonstantou und 
dftber aucb der mit A bozeichnoten ZuwUohse dersolben 
•wiltkQrlicb aind, so folgt 

dt ~ 8i,.' dl~'d\,l' 

Wollen wir liebor irgendwelclio andoro Integrations- 
konetanten 0^, ... oinfUliron, so kbunon wir dioso 

als i'unktionon der p, q und umgekobrt ausgedrllckt doukoii. 
Es ist also 

= 'V 4. 

dt dt 5q„ df)‘ 

1 

daber nacb Substitution dor Werte 374) 

dt ^ Sq,' ’ 


01. 376*370.1 


Vr. ^69. Langranges .Melhotic. 
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Nun ist iiber 

^ 2« 

K? 5 i 2 5 C’» dS2 s^dSidCi. 

d p. ” ^ a a cTp, ’ 3^.=^ 2l d el ' 

1 I 

dalior 

dC, __ dSl 


370) 


wobei symboliscli gesetzt wurde 

iP P\ — ^ Cl d Ck d C/\ 

m [C,. q) ~ (a V.- a7,, - ^ 

I 

aus wolclier Definition folgt: 


378) (q. q) = - (a„ (7,), {C,.0,) = 0. 

Wir liabeu bowiosen, da6 dio Koeffizienteii der Glei- 
cluingeu, wolclio dio dCldt durch die dQjdC ausdriicken, 
nur Funictionen doi* Integmtionskonstanten sein kOnnen, es 
sind also die (6\, cy konstanto GrbCe. NatUrlicli isL dor 
iJeitaufang vollkomuicn willkdrlich; nmu knnn also staU der 
p, n wieder die zu einor beliobigon ZoiK gehOrigeu 'Wevto;), q 
sot 2 on, l)ic Gr6Be 


379) 




dqn dpj 


ist (laher mit 877) vollkommen iclentisch uud ebonfalls uur 
Funktion cler In togrationskous tauten oder cine roine Kon- 
stante. Wenn (labor (p — unci i// = zwoi boliebige 
lutegrale dor Bewogungsgleichungen 360) sind, wobei tp und 
\p Funktioneu von i und den p und q sind, so muB der 
Wort der GroBe 


(C.. = (9, ( 


d tp d yp 
dqu Bp„ 


6 ^ d y/X 
dph dq^l 


wieder von dor 2oit unabb^ngig sein, 

Diesev Satz wurde von Poisson gefunden. Jacobi 
•erkannte, daB er auch zur Ableitung einos neuen Intogralos 

18* 
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IGl. 380. 


aus zwei gefundenen bemitzt werclen kann. Sobald niimlich 
au 8 [rp, 1 /') nicht alle und q identisch lieraiiBfallen, so wird 
immcr die Gleichmig 

(</), 1 /;) = konst. 

von denjenigen Wcrten der p und wolclio den Bewogungs- 
gleichungcn SCO) gonligon, erfiUlt. Dicso Gleicliung ist also 
jedenfalls ein Integral dor Bewegungsgloicliungon. Sio rauB 
aber nicht ciu ncues scin. Sio kann aucli oinc Kombination 
der beiden benutzten Integralo cp = 'ip = C\ sein, so dnB 
file von alien Worten cler < 7 , wolebe diesen Gleicbungen 
geniigen, obenfalls erftlllt wird. Sie kann audi ein anderes 
acUon bekanntes Integral soin. 


V' § 70. Beispiele. 

Sei oin System matericller Piinkto gcgcboiij fUr wolclics 
bezliglich zweier Koordinatcnachsen, z. B. der x- und y-Achso, 
die Gleicbungen des Fiadicnprinzips 


380) 2'* % K * 

gclten. Danii kbnncn wir dioso beiden AusdrOckc als (p 
und 1 /;, die rcchtwinkligen Koordinaten aber als p wilhlon. 
Ka rednziert slch {(p, ^p) auf 


^S7 ' d b da db\ 

Bxj, SfliA Qiv'J 




1 


Da dieser Ausdnick nacli dem Poissonschen Satze kon* 
stant sein muB, so lebrt dieser, daB, wenn fUr ein System 
die beiden Gleicbungen 380) bestohon, daraus dio Richtig- 
kelt dor analogon Gleicbung ftir die driite Koordinaten- 
aebse folgt. 

Hat man aus 376) die p in weiteror Annilhorung ge- 
funden, wobei rcclits dio C als konstant betrachtet worden 
kOnnen, da ihro kleinen Anderungen mit don kloinen GrdBon 
5l2/(9C multipliziort sind, so erscheinen daselbst zu den Into- 
grationskonstanten gewisee kleineFunktionon derZeitaddiert. 
Man kann dieae korrigierten Werte in H oinsetzen und naob 
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PotoDzou der nou hiiizugelcoiumeuen Gliedcr entwickoln. Man 
crhult dan II zu dein Werte dos ii, deu wir bisher benutzten, 
uoch eiu GUed hinzu. Man kanu nun wie iriihor die lute- 
grationskonstanten wiederum so variieren, dali die Werto 
der p die Bowegungsglcichuugcn inklusive der non hiuzu- 
gckoinmenon Glicder erfOllen uiid schliofilich in dieser AVeise 
die Aiinuberimg so weit treibcn, ah man will 

Als Heispiel bctiachteu wir wieder deu Pall, nvo die 
Abszisse eines auf der Abazissenaclise bewoglicbon mate- 
riellon PuiikteB durch die Gleichung 


381) 


ii^p 

di* 


o?p 


djQ 

dp 


bestimmt ist. Dus letzte Qlied sei die stdrende Kraft. Filr 
dio uDgostorte Bewogung ist 

382) — p cosa^ + 8iiia/=: sin(a^ H- Cg), 

sr — a p sin a / + q cos at = a cos (a t -\r C^). 

Daraus Iblgt: 

//j p = d\i cosfi / 4- sin a/, Ap ^ /i\> cos a I + ~ siuat 

<1=^ — rt r/p sin at -j-r/q cosa^, Aq ^ ^ a A\^siviat + A<\ cosa^ 
d^q Ap d^p Aq dc\A\^ -- (l\^ A(\ — A 


wobei in Q zu sctzen ist j)==5p cosai + ^smal Daber folgt 
383) 


d\> 
d t 


d^l 
aq ’ 


djL 
d t 


ap ‘ 


Lautet die Gleichung 381) 80 ; -I + /'O), so ist 


dt^ 


i2 ^ ^p f{l) ^ f{t)oosai — ^ f(t ) sin a ^ . 

Es folgt daher aus 383) 

384) p ^J"/'(^)sin(aOc^^ q — J f{t)cos{a{)dt* 

Man sieht leicht, dafi die hier behandelte Methode in diosem 
einfaclien Falle mit dor ilolhode identiscb ist, nacb welcbor 
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[Gl. S8h, 


aus deni allgomcincii Integialo oinor liiicnren Differential- 
gleicliung olino zwoitoii Toil das dor cntsprcclioiulon mit 
zwoitcm Tcilo abgeloitot wild iind welclio man gcmoiniglich 
obenfalls dicMotliodc dorVnrinlion dor Konstaiiton zu iiomion 
pflegt. Wollto man dio Konslaiiton G oinfulucn, so witro 


e,-lA’+-S- = ]/•’’+ S' 

Cj — arctg — rt < = arctg 


a t, 


^2 — •». — .-..VO .. VJ , 

W) — m. m dp dp 'h ~ 

_ d C, _ d o, dO, ^ 1 
dc\ 1)\^ dp d(\ n C\* 

f{l) ain (a ( + G ^) . 

Dio Gloiclmngon 376) golion dahor liber in 

386) cos (a f + C^) , sin {a t C,) . 


Wllrdo man aus don Gloichungcn 386) 0\ und Cg oxakt bo- 
stimmon und dieso Worto in die Gloicluing381) subslituioren, 
so wUrde man cino oxakto Lbsung der Aufgabo orlialten, 
dngegen mir oine angonilliorto, wonnman dio Glcioluingon 886) 
dadurcli in linearo verwandoln wUrdo, da6 man auf dor 
Yocblen Soitc diesor Gloichungon, vfo noch der sobr li\eino 
Faktor f{t) dabei stolit, und nls Konstanten iinsillio. 
Jcdonfalls aber orlUUt man oino OKukto Ldsung, wcuu man 
dio Worte 384) flh* p und q in dio Formol 882) oinsetzt, 
d 

und bloB als Funktion dev Zoit gogebon ist. EnlblVU 

OS dagegen noch so kann man folgondcs sukzessives An- 
n^herungSYovfahron oinscblagen* Man gibl den bisbev mit 
p und q bozoiclmoton Konstaiiton don Index Null, den 
vRviaboln GrbBon, wolclio boi dor zweitou Aunilhoriing sich 
zu ibnen dazu addioren, den Index Bins, denon dio boim 
drittott Grade der Auna,lierung sich weitor dazu addioren, 
den Index Zwol otc. Dann ist in orator Annilhorung 
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p = COS (ff i) H- sill (a 0 , 

il aber, welchos wir als Funktionen. voii und i in der 
Form (/>,/} scbreibon, glcioh 

Qq Q cos a t + sin al,i^, 

Man erhalt dahor atatt der Fornieln 383) 

111 ~ ^ f ^ al Q'q. 


Dabei soUeii S}\ Q'\ . , die sukzcssivcn partiellon Ableitungen 
(les Q nacli p sein. Der Index Null bedeutet, da6 hinterher 

\)q cos a t + ^\n at fiir zu setzen ist Fs ist also iu 
zwoiter Anniiberimg 

P = (Po + Pi) ^ 4- siu a t 

ft 

und zu tritt das Glied hinzu; 

^pj^ cos a ^ + -J~ sin a Si'^ = . 


Man crh?llt daUev eine weiiere Aim'AUevnng, wenu 
man zu pi und noch die Grofien p^ und addiert 
Uaboi ist: 


p2 = J (it ^ ^ Jdi Q'' sin a t j^cos a tj S 2 '^ sinaidt — 

— sina^J^ H\cos(iid^ ^ j^cos«/J^i/^i3"8in®ft^ — 

— sin aij (It sin a t cos a i . 

Ein analoger Aiisdruck folgt fUr — j Dor Wert 
V == (Po + Pi + P2) cos sin 0^ 


biUlet also den dvilton Grad dev Anna.herung. Die Inte- 
grationeu roduzioron sicb, wenn Q als Funktion von p und 
i gegoben 1st, auf Quadraturea, die aber naturlich bald sohr 
woitachweifig werden. 
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[Gl. .786.3'JO. 


§7). Direkte Methode der Variation dor Konbtaiiten. 


Die bislicr befolgtc Lagrangoscho Melliode gcwUlut 
iiwar maiichen Etnblick in den iimeren Zusaminenlmng; doch 
ist sic inimerhin mebr iudirekt. Wir wollon daher die iin 
§ 69 gewonncnen Kesultato unabbiingig von dor dortigon 
Boweisfuliruiig nochnials ableiton. Wir fllbroii sogloich die 
Variabeln p und q ein, scbroibon also die Bewcgiinga- 
gloichungen for das unvariicrto Problem in dor Form; 


386) 


rfju/, _ d /?!, _ _ d, 

d I d Ip, ’ d I d pi, ' 


fUr das variiertc abcr in der Form: 


' dtd Qi, ’ d t d Pi, d ’ 

wobci T die lebendigc Kraft, V die Kraftfnnktion des 
unvariiorten > F + die des variierton I’robloms und 
= r + F ist. 

Es soien Cj, Cj . . . Cj, willkdrliclio vonoinauder uuab- 
bftngigo Kostanton, 


388) Vkhif?. 0 = C*. /t=l,2...23, 

die Integrale des unvariiorten Problems also der Glei- 
ebungen 386), so dnB 


889) 


S 



dj: _ 3 'K a E\ 
dqi, dqt, dpj 


0 


ist. Wir wollon nun die gleich solclion mit einer 
willkllrliclien Konstanton vormehrten Funktionon der Zeit 
setzen, daB 388) die Integrale dos variiorten Problems, also 
der Gleicbungen 387) werden. Aus 388) folgt zuiUlcbst; 


390) 


^ 7* 4. ^ IIJ’’' 4. Tii ?'A 

dl <} l ' ^ di dqi, d i I 


Solange die C konstant sind, mUsson die Qloicb- 
uDgen 388) die Integrale der Gleicbungen 386) soin. Die 
bei Konstanz dor G aus 388) gobildoten Worto von 


Ol 391. 392.1 
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djpk 

ar* dp. 


unrt 




mlissen daber die Gleichungon 389) idontisch erfullen. Unter 
Rei'ttcksichtiguug dieses Umstandes erhillt man, wonu man 

in Gleicbung 890) ftlr und ihro Werle aua 387) 

BwbsUtuiert, was crlaubt ist, da ja die Cao als Fuuktionen 
(ler Zeit go^Yllhlt werdon sollen, da6 die Gleicliungen 387) 
erf li lit sind 

^ ^ djPk d ^ 

d'l ^ Bq, dp/ 


DafUr kann man auch sclireiben; 


391) 


/it 


d d ff it 

dqb dq. 




da ja die q nicht enthUlt, daher d = 0 ist. Da 

Q kleiu iat, kOuuen in der letzten Gleichung reebU fiir jj 
und q die fUr das unvariierte Problem geltenden Funktionen 
der Zoit gesotist werdon. Wir wollcn nun die pavtiellen 
Differontialquotienten , einfach mit dCJdp^^. , . 

bczeichnen, urn nicht bcide Buchstaben (p und 0 mit- 
Bchleppen zu miissen. Daher schreiben wir auch in Glei* 
ehuDg 391) d und dCj^jdqj^ fdr dipjdpf^ und d(p/dq^, 

Donkon ^Yir duveh i und die C ausgedrUckt, so wird 


dpn dCi 0pft * dq, dOt d q. 


dalior verwauclelt sich Gleichung 391) in 


392) 


dCk 

dt 


I 


bSi. 

b'G, 


woduich dio Gleichung 376) in einfachater Weiao bewiosen 
ist. (CJ^, iat wie dort durch die Gleichung 379) gogebeu. 
Doch haben wir bier keinon Beweia erbracht, daB nicht ' 
auBer den G auch nocli die Zeit exploit ontbalten 
kBune. Es hat jedoeh keine Schwierigkeit diesoii Beweia 
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[61. R6B-306. 


ebenfalls direkt zu fubren. Scien = (f {p, q, i) uud 
Cj =s (/), (7, i) zwci dor Integralo 388), so ist nticli 375)) 
dio Definition von (q, die folgondo: 


dfthev ist 




Bq. dyi d ^ d i'< \ 

Si}h f?j)J 


303) 


i/((7t , C,) _ f dip (I _dy_ B\fi_ d Sq 
(ft ji^ydpu (it Bqh dqi, (It dp,,' 

a q 'I V _ ^ V' ^ d q \ 

3 9/1 dt dp,.' ~dpu Tit 'dp,,)’ 


da <p = <7^ ein Integral der Gleicbungen 880) ist, so hat 
man analog mit 389) 


+ 1^ - 4-) = >' 

bl ^ \ dpt bq, bq, bp, } 


Duveh partiello Difforontiation dieaor idciUischon Glei- 
cliungen nach odor q,. folgt 


394) 


305) 


ay ^ / ay be oq a’ i: 

dtbpk ^ la;!,,/)/?/ bp, bq, dp, bp,, 


bl^q bK _dir b'^ R \ 

b p, b pu b q, bp, bp,, b 'q, ) ' 

btbqh [bq^bq, bp, b q, bpibip, 

ay_ _ bq b* B \ 

bptbq,, b(/i bp, bq^bq,)' 


Aiulorsoits folgt direkt, indom man wiedor fUr dp,Jdt 
und dq^^jdi dio Worto 880) substituiort: 


— = a»«/) "Vif- J’I'P- —^1 _ 

di\bph) btbpu ^\b p^bp, bq, ~b'p,,b'q,'bpt] 

. 4- 'y/ ay bj^ _ av/ i bji) . 

dt[bq,,) btbq^ ^\bp,dq,, b q, dq,,bq, bp,]' 



Gl. 396.] 
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(lio Substitution (Ici- Weitc 394) und 395) iu dicse Gloi- 
cliungen liofert: 

^'1. 

^ dpidpi. fjpi dpnd/i,j 

1 ( ^Jl ] = y, fl2> , _ d!t \ . 

Die Woi-to von und findet man, in- 

dem man i/; mit (p vcrtauscht. Substituiort nmn diese vier 
\\'erte in 893), so erhalt man rechts einc Doppclsumme, in 
der sich, wie man Icicht sieht, je 2 ;wei Gliedcr liobea. Es 
folgt also C^fdt ^ 0, (CJ,, 0^ kanu die Zeit niclit explizit 
onthalton. 


\ § 72. Einfiihrung der Hamiltonschon Konstanten. 


Wir baben das Problem jetzl in dor allgemeinstoii 
Weiae gelost und in deu Gleicliungcu 392) gauz beliobige 
Iiitogrationskonstanten eingofiibrt Dieso Glcicliungen vor- 
einfachon sicli, wio Jacobi gozeigt bat, cnorm, wonn man 
solcbe Intogrationskonstanten cinfubrt, wie man sie bei der 
Integration der DifTerentialgleichungcn 38G} des ungcstorton 
Problems nach der Hamiltousclvon Alethode erbillt. 

Jfan bat da zuerst oin vollsUliKliges Integral dor 
Hainil tonsebon partiellen DifTorontialgloicliung 


zu sucUen, welches s voneinaudev uuabhllnglgo Kon- 
stanten Uo * * * ontblllt, von denon keino additiv zu 
TF hinzukoinint. Dio Gleicbungcii 


396) 


d IF _ . ^ R ^ 


sind dann Intogralgloichungoii dor Gleioliungen 386), d. li. 
sio drheken dio ]) nls Funktionen der 25 willkhrliGben 
Integrationskonstanten a und /? so aus, daU die Gloi- 
chungen 386) erfullt sind. Die u und /9 sind also 2s will- 
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kiirlicho lategrationskonslaiitou niul ila dio Foruielii 3U2) 
von beliobigeu dorartigon Integrationskoiistaiiton goUeii, so 
uiiisaeii sio auch voii don a und /9 geltoii. Wir kannoii 
dicae BO als Funktioncn dor Zoit niit additivou willkiUlicUon 
Konstanten bostimineu, duli dio Gleichungeii 39C) dio luto- 
gralo dor Gleichungen 387) sind. Dazu ist orfordorlich, 
(laU die « und fi den den Gleichungen 392) analogeii 
Gloiclmngen; 


397) 


do* 

"dt 

dj, 

d't 




d SI 


1 


<=i 1=1 


1 


d SI 


genUgon. 

398) 


Es ist 


K’ "j) “ ( 3 

/ 4=1 




d rti 
dfiK 


0 dk dju \ 
5 fih 0 pu / 


und illu'ilicho Bodeutuugen Imbon und (/3^, /9^). Hiorboi 

iat joclocb jedes a odor (} als Fiiuktion dor q und von I 
ausgedriickt zu douken* 

Wir wollen Kllrzo Imlber jodo imrtieUo DilVoronliation 
YOU W nach durch don oben angohilngton Indox jede 
nach durch don uiUeu angGhhngton Indox k markioron, so 
dab z, B. 

^ d py d p^ d (x^d 


ist. Daun kdnneu wir dio Gloichungou 89G) so schroibou 
8fl9) 

wogegon dio q aus don Gloichungou 

400) If; « r;,. 

folgen. 

Wollen wir dio in 898) vorkoniinendo Grttbe da^jdpi, 
bestimmen, so haboii wir uud rf^,, waclison zu Inssen; 
dagegen alle librigen p uud alio q und i als Konstanton an- 
zusoben. Sftmtliche « wordon sich daboi verlliulcrn. d aei 
dor Zuwachs von Es folgt dalior aus 400) 
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1 


+ . , 

. w-du,+ W,,dp^^0 

1 

401) j 

n'idc4, 

1 

+ U’lda^ . . 


1 

IVldu, + W^dUi . . 

■ Kdu,+ ]V,,dp^^0. 

Setzen wir 





i 11'^ > . 

■ ; 

402) 

J = 

1 " . : . . 

. ir« ! 

A 



1 ij/1 jy2 

. w: i 


und bczciclincii die Unterdeterminante nacU mit 
sct/.en also 


403) 

80 folgt au8 401) 


z/ 


k 

h 


dj 

dirt' 


dph 


' yw zi^ 


Kiev isi aber dcij^ dcrjenige Zuwachs des der enUtaiid, 
indem nur und elp^^ wnchs, wilhreiul die iibrigen p und 
alio q konstant blioben. Ka ist also die so berecbnete 
GrolJe dUf^jdj\ daa, was in 398) mit bezcichnet 

wurdo und man hat 


404) 


d I 

d ph d 





Ik* 


Will man d€ 4 j^jdqf^ Hnden, so sind alle )> und alle q 
auCer konstant zu lassen. Daher folgt aus 400) 


if; 

r/fZj 

+ 


(Uq * * 


d a ^ =j 0 

IF,; 


+ 


f/«J . . 

• R'?. 

(lu^ = dq^ 


dcs^ 

+ 


du » » 


ds = 0. 


Daraus orgibt aich dcCj^jdqj^y also die in 398) mit da^^lOq^^ 
bezcichnete GrbBe, gleich 


400 ) 


dfk 

dqh 
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Au 8 809) (indct man, wenu alio p konstant stud 
406) + lF2*f/K, . . , JF>'‘da,. 

Wir wollcn aun aiich allo q bis auf <j,^ konstant, letztoros 
abcf urn wachsen lasson. Dio Quotienten von dq/^ in die 
(label ontstehcndeu ZuwilcUsc von d , d , du^ . . . sind 
die von uns mit dp^jd q^^, du^fdq,^ . . . bezoiohncton GrSBeu. 
Dio Division von 400) diirch dq,^ liofort dabor 


407) 


d(l», _ SP n/lk^^^i 

dQ„ 


Sind ondlich allo q and alio j) bis auf p,^ konstant, 
welches lotztoro uni dp,^ wilchst, so foigt aus 890) 


dp,== Wldp.+^nv^xdci, 

“i 


iind die Division diirch dp,, liefort 


408) 

Substituiei’en wir in 


- H-i -i-^ 


0 ir, 


409) 


K,«,)=T( 

A -1 ' 


ddt On, 

dpk OQh 


dni 0(»A 
O 'qu dPkj 


die Werto 404) und 406), eo foigt 


l» = V ( = 1 


In diosor Doppolsumino ist dor Koeffizioiit von O’,,, 
gloich und ontgegongosolzt bezoichuot, wio dor von liy,. Da 
nber W,,,= 1F,„, so hobt sich das Gliod init IF),, gogon das uiit 
IF,,, und daher hoben sich (Ibcrhaupt jo zwoi Glicder dor 
Doppolsumrae gogousoitig und man hat also 
410) K,ff,)-0. 

Wir wollon nun in don Ausdruck 



Aft 

d qi, 


Ml] 

S'/A dph} 
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:iuniichst nur fUr 


^qh 


imd 


Lh 

0}h 


die WortG 407) und 408) substituiorcn. Es folgt 




/l=9 


("..A)— "'•*+2’ "•“2(fe I.:; -I 

A— 1 f— I /»asl 


Hh dpt. 


Im zwoiteii Addonden rocbts ist dio nacb h genommene 
Doppclswmmo nicht^ andbies ala verschwindet also 

nach 410). Iin orateu Summauden substituierca wlr filr 

dajdq^ den Wort 405), Nacb eiiiom bekannten Satze dei* 
Detcrminantenlehro ist gomKfi dcr Definitionen 402) und 403) 

2* <a\ 

1 

gleicli Null otlcr gleicli A, je nnclulein k gleich I Oder 

davon vorscliiedon ist. Dalier ist auch 

I K. /?i) = - == - 1 fiir k = 

' 1 K- W ==-(/?(.«(«) =" « fUr 

Substituiort man ondlich in 


h=i9 


(/9*.a)=2’(- 
^ = 1 


aft _a ft 

apo 


£ft Aft) . 

dpj 


dio Worte 407) und 408), so erbalt man drei Glieder. 
1. Dio dreifacbo Summe 



JVX 


8 

2 { 


d Oi doj 


a ot( B 

'Bq,. '§~p„] ’ 


welche vorscliwindot, da die nacli /^ zu uohmondo Summe 
gloifih {fff, «,) ist. 

2. Vorindgo des nach 408) auBerhalb dor Summe 
atehonden GUodos von die DoppeUumme 

f=l h=!l 
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wolclie sicli diirch SubBtitution dcs Wortes 405) unlor An* 
vfcnduug der aoebcn angowondoton SMzo Ubcr Dctermiuanten 
auf IF*'* reduziort, • 

3. Vcrmogo dcs analogon Gliedes von die 

Doppolsummo 


h^\ 


welclie sich obenso auf - IF*'' roduziort. 15s ist also all- 
gcmein 

412) (/9t./9,) = 0- 

VermSgo dor Rolattonen 410), 411) nnd 412) nolinien 
dio Gleichungon 397) die oinfache Form an: 

413) 


(I fti 

~dt 


^Sl 


dt d ftji 


§ 7a. Integration dea StornngBproblems duroh eine der 
Hamiltonsohen analogs partieile Sifferontialgleiohung. 

Die Konstauton o' in dem vollstilndigon Integral W 
dor Hamiltonfichon partioHon DilTorontialgloiolnmg 294) 
sind irgondwolcho Funktionon dor Anfnngsworto p der Ko- 
ordinaten. Wir kbnnen aio jodenfolls gloich don p solbst 
setzeu. Dann wird nach 292) 

d ir _ 

Die /? werdon also gloich don negativon q. Wir IcOnnen 
also in den Gleichungon 418) dio u don p gloichsetzon. 
Dnnn wordon dio fl gloich don negativen q und orhalton so 
wiedcr dio Gleichungon 874), von donon wir in dor Beweis- 
fllhrung dos § 69 ausgingen. 

Wir sahen in § 68, daB jcdesmal, wonn zwischen don 
2s Variabeln p^, ... q, DifTorontialgleicUungen von dor 

Form 


Gl. 414.] VI. §73. Kanoniaclic Bifferontialglcichungcn, 
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heste.Ueu, wobei E eine boliebigo b’uuktiou E(p, q, t) der 
p, q unci (ler Zcit soiii kaun and keineswogs bczUglicb der q 
homogon uml vom Kwciten Grade seiu muB, dcven Integralc 
itu3 einem vollstiliidigen Intcgrale der partiellcn Differential- 
gleicliung 


dir , „/ bW \ 


welcIiQ dcr Hamiltonscheu vollkommou analog ist, her* 
goloilot werden kounen. Dies giU also auch bier, da dio 
Gleichungen 413) genau die in Redo stohende Form hahen. 
Die entsproebendo particllo Diffcrentialgleichuug wYire, wonn 
wir das betreffendo W mit dem Index 1 versehen: 


414) 



0 


wo in S2 dio p und q durch u und ^ ausjiudriickon siud 
und naclilier fUr jedos zu aetzen ist . 

Nelimcn wir an, wir lultton oin vollstiludiges Integral 
diesor pavtioUen Diftbveutialgleichung t) gofundon, 

woboi dio dio s unablunigigen IntegrationskoustanteJi 
sind, von doneu keiue additiv zu W binzukommen darf, 
Dann siud durcli die Gloichungon 


dio lutogralo der gewOhnlichon Difforentialgleichungen 418) 
^ogebon. Dio u' and ft' sind dio 2 s IntegrationakonstanteTi. 
Obrigous wiirde nichts bindorn, dio Rolle der ec iind ft zu 
vovlausoheu. Danu wvU’do 


die partiello DiftbrontialgleichuDg und dio ^ wliron durcli 
dWjdft zu ersotzoD. 

Man kann ilbrigens in dor folgondeu Weiae umgekehrt, 
dio partiollo DiiToreutialgloicbung 414) direkt ableiton, und 
80 durch dio frUhov eingefuhrton bVinktionen auadrUcken, 

UoltitninnHi Moclmjiik II, 
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VI. §13. KanonischoDiffoiontialgltticIuxttgftn. [Gl. ■115-4V1. 


Soi oin vollsUlndiges Integral dor Hamiltonschen 
partiellen DilFerontialgloichuiig 

+ + 7’+ r = 0 


I'lir das ungostOrto Probloin. a .‘scion die $ Konstantou dea- 
flclbon. 


415) 


0JKo 




seion die Integralo dor Gloicluingon 880) dea uiigostarten 
Problems, die entsprecljcndcn q sind durcli die Glciclumgen 


416) 


a IV, 

apk 




gegobon. Es soi nun TT'^ die Wirkuugafunklion fdr das 
variiortc Problem, also 

'al — I* *1' = 0 , 


wobei W als Punktion von t, p luul doren Anfilngsworto 
ausgedrbokt zn denken iat. Dann iat boi konatanten p® 

417) 

Es sollou nun in don Gloicluingon 416) dio « und ft 
gloicli solohen Funktionou der Zoit goaotzt wordon, dnU die 
daraua folgondcn Worto von p dio LOauugon dor Gloi- 
cliungen 387) fUr daa goatflrto Probloin aind. Sotzt man in 
JVq ebenfalla ct und /? gloich dieson Funklionon dor Zoit, 
80 soil es in IV^ llborgohen, was Icoinoawoga mit W idon- 
tisch iat, da dio GrdBo iat, in wolcho 

t 

f (?’+ V)di 

fo 

Ubergcht, \vcnu man vor AusfUhrung dor Integration darin 
die ]} und 7 aus den Qloichungen 416) und 41G) ontnimmt, 
inid daboi cc und /J konstant botraclitet und oust nach Aus- 



Gl 417.] 


VI. § 74. Anwondung auf Aatronomie. 
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fubrung (Jer lotegration u und /? gleich den belreffenden 
S'linktionon der Zcit setzt, wogegon in 

I 

J(r + F+ Si)dt 

die p uiul q xwar aucli don Gleiobuugon 415) und 415) 2 U 
entnelimon, abor achon vor AusfUbrung dor Integration dio 
a iincl ^ als Funktionon dor Zeit zvl betrachten sind, Es folgt 


d\\ 


T-r. 5 W, 


^ /// 4- 

0"^ 




d an 


dci^ 


und da die Glcichungen 415) und 416) bci konstanten u 
und geuau obenso wie boi variabcln aussoben 


d 


Edl + 




Subtrabiort man liiorvon die Gleichung 417), 
folgt also 

$ 

d(w^- = + 

1 


so 


Bezcichnen wir nun die Differonz W mit W^, so 

folgt aus der letzten Gleichung: 


^ ’I> = Si 
dt 



Driickt man in dor orston dieser Gloichungon Si dui'ch i 
und die a und aus und substituiert statt dor /? wioder 
4, — , 80 hat mau svieder die paitielle Differentialgleichung, 

O a , 

welohe der Hamiltonsoben vollkommon analog ist. 


k § 74. Anwenduug auf die Astronomie, 

Wir habon scbon in § 67 bemorkl, daB wir alio physi- 
kalisehon Problomo obno Ausnalirae nur angonabcrl zu losen 
vermbgen, so daB dor Fall die Regel bildct, daB groBere 

19* 
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VI. § 74. Anwoudung Auf Astroaomio. 


[Ql. 417. 


Aunilherungen »in dio Wirklichkoit nach oinoi' Metliode 
gefnndon wovdon mlisaen, wclclia <loiu Wesen imcli mit dot 
eben entwiclcclteii StOrungsrechnuiig liboroinstinimt, Die 
liocliato Vollonchiug liat abor tlioso Sliitungarecbining in 
der Astronomio gefiindcn uud cs soi dalior hicr gostaUot, 
dio Gruiidprinzipion dor nstronomischon Slfiriingatheorio 
gomsserinaBen als lypischos Beispiol zu ontwickoln. 

Wir botrachLoii zu dicsoni Boluifc die Soniio saint 
alien Planetcu uud stollon uns dio Aufgalio, dio St8rungou 
zn borcclmon, wolobe dio Babii oines dorsolbon (wir wollen 
ihn Klirzo halbor don Mars nonncu) dutch dio llbvigcn 
Planelou orftlhrL Wir betracliteu samtlicho Hirainolskorpor 
als matoriollo Punkto von bostiinmtor Masso, wolclio iiacb 
dom Nowtonsclion Gravitatiouagosctzo aufoinaiider wirkon. 
Wir beziohon sio zuiilicliat auf oin feat mit dom i'’ix8torn- 
himmel vorbundenos Koordinatensyatom. Soi dio Sonnon- 
mnsae, 7 ;,, ibro rocbtwinkligon Koordinaton zu oinor 
bostimmton Zeit I. Diosclboa GroBen aolleu zur solbon 
Zcit fllr don Mara dio Worto %, 4oi fbi’ niidorou 

Pknoton JWp |j, »/,, C,, C 2 • • • •»b,> !«• \> 

Fornor soi r,,^ dio Entfornung dor Maaao mit dom Index A 
und dor mit dom Index k und x dio Gravitalionakonslante. 

Dann koimou dio Bowoguugsgloicluingon in dor Form 
gcschriobeu werdon 

"dt‘ ~ ^ 

«, 0 

Daboi wurdo rail wegclividioi't. Dem h kann joder dor 
Worto Sj 0, 1, 2 , . , w ortoilt werden uud eboiiao ist die 
Summe so zu veretolicn, daB dom Ic die Worto s, 0, 1, 2. 
zu ortoilon sind. Das Glied, filr wolohes h Ic ist, ist aus 
der Summo weg/.ulassou. Aualogo Gloiohuugoii golton ftir 
die y- und ir-Achse. 

Wir setzen uun 

- I. C/, ~ C, = 


p,. ^Xh + yl + xl = r,,^, 


Gl. 418.] 


VI. § 74. Anwendung auf Astronomic. 
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so daB die Kntfemung des Planoten mil der Masse 
von dor Sonuo ist und 


»■»,* = - ag* + (2/fc ->/*)* + K - •''t)* 

wird. Dann lautet die auf die a:-Ach8e bezuglicho Bc- 
•wegungsgloichung fUr dio Sonne 


dt^ 




Xi 


L 


Qk 


dio entsprochendo Gleiohung fiir den Mars abor lautet 


dt^ 


^ 0 







Dio Subtraktiou der boidon Ictztcn Gleichungon liefert 


d^Xo 

\l 


X (Wq + Vi,) 



Analogs Gloiclumgen golten fiir die y- und j^-RicbtuDg. 
Wir werden iui folgenden den Index Null weglassou, die 
ubrigcn Indizcs abor uuverUndert beibehalten, so daO die 
letzte Glcichnng sich so sobroibt 


418 ) 

it h 



mit zwei analogen, fUr dio y- und !t-llicbtung. 

Hier sind x, y^ z dio Koordinaten des Planoten, dessen 
Stdrung wir boatiinmen woUen bezUglich oiues Koordinateu- 
syatonis OX, OY, 0 dessen Koordinatenaclisen fixe 
Riohtungeii im Raumo feegon den Fixsternhimmel) haben, 
dessen Ursprung aber immer im Sonnenmittelpunkto liegt. 
Dio zoitllchou Andeningon von x, y, % bestimmen also die 
Bowegung des Mars relativ^gegen die Sonne, also jone Bo- 
\ 7 egung, welche gerade dor Beobachtung zuganglich ist 
\ Koordinaten irgend oines anderen Planeton 

relativ gegon das Koordiiiatenaystem OX, OY, OZ, also 
relativ gegen dio Sonne, 
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VI. § 75. Zwoikerporproblcm. 


[Ql. 4l$l-‘110ft. 


Q =: ]fx^ + ^2 ^ ^^2 

ist die Entfornung dcs Mare von der Sonno, 

(lie von jenora anderon Planotcn, 

Oj, = ^xi + yk ~h X‘k 

die jonos andoren Planoton von dor Sonne. 

Ea atellt nun das orsto Glied der reoliten Soito der 
Gleiclumg 418) die ungostdrto Bowogung des ilara rolativ 
gGgon die Sonno dar, wolclio genau so orfolgt, wio seine 
absolute Bowogung im Rauino erfolgon wlirclo, wenn die 
Sonno oin im Raumo fixer Zonlralkorpor von dev Masso 
+ m ware; dio Ubrigen Glicdcr aber stollon die Stbrungon 
durch dio andoren Planet on dar. Alio betroflondon Krilfto 
babon oine Kral'tfunklion, Sotzt man idlinlicli 


419) 




« -P ni) 



^ VVk '\’X Xk 



so kann die Gleiclumg 415) so goscliriobon werdon: 


d-^<a 

__ a F 

_8Sl 

d^y 

d V 

Oii 

d 

d (0 

dx ' 

P dij 

dy' 




d^x 

d V 

_0S2 




di^ dx 

(i X 


Eb ist also V die Kraftfunktiou bei dev ungestbvten Bo- 
wegimg, Si dio der stbrondon Krilfto. Wir liabon dabor 
folgendo beidon Aufgabon m lason: 1. Wir liaben dio un- 
gestQrto Bewegung raittols dor HamiUonsclion partiollon 
Difforontialgleichung 7a\ be.alimmen, woboi wir seclis Inte- 
grationskonstanten /9p (^3 orlialton. 2. Wir 

liaben statt diesor Konstantoii mittols dor Gloioluingon 4 IB) 
solcbe Funktionen dor Zoit oinzuflUiron, daB dio gosWrto 
Bowogung dargestollt wird. 


^ § 76, Hamilton- Jaoobisohe Methode der tosung dos Zwei- 

Korperproblems. 

Die erste Aufgabe fallt saclilicli zusaminon in it der 
Beslimmung der olliptischon Balm oinos Planoton um die 


Gl.4lGa.l 


VI. § 75. Zwoikorpcvproblem, 
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Sonne, welchc wir scUon im L Teilc g 21 ausgefiihrt haben, 
Wir mUssen also liier diesc Aiifgabe ein zweites Mai nach 
ciiier gauz versclnedenon Methodc Idsen. 

Wir bestimmen dio Lago des in HetracLt komDiendeii 
Planeten M (des Mars) im Raumo in folgcnder Woise. Wir 
(lonkeu uiiii die Souue S im ^liUelpunktc dea kugelformigen 
HiInlnelsgo^volbes und die Ekliptik a!s grbliten Kreis dea 
letztereu. DaB dio Lage dieses groBten Kreises so gcwiililt 
wird, daB die (natUrlicli obenialls gestdrte) PMbahn zu einer 
gewissen Zoit in seine Ebcne fallt, ist fUr unsere Reclinimgen 
unwQSontlieh, Nur daB alia PUinetcn sicli nicht allzu weit 
von dioser Ebeue ontfernon, wird benutzt. Dor groBto Kreis 
der Himmelskugel, welcher durch den Pol dor Ekliptik und 
don Planeten M geht, treffc die Ekliptik im Punkte W. 
Der Winkolabstand dieses Punktes vom Frlihlingspunkto 
(die Lange dca Planeten) lieiBe der Winkel MSN (die 
Broite des Planeten) heiBe & (vergL Fig. 10 S. 208). Daon sind 
Qy & and (p gewohnliche Polarkoordinateiu Die Formoln 419 a) 
zoigon, dali dio Rewogiing des Mars relativ gegen die 
Sonne gonau so vor sich gebt, wie dossen absolute iin 
Raume gesclnihe, wonn seine Masse gleich eins miro uud 
V res|). Q die Kraftfunktionen tVir die ungestOrte Bowegung 
resj). die der stBronden Krafte v?aren. Es genllgt claher das 
lotztoro Problem zu Ibson. FUr dnsselbe wUre die lobon- 
digo Kraft 

T = ^ [(/2 + (>2 ^ 

(vgl. § 11, wo r flir (> und 90®— & fUr geschrioben ist). 

Daraus or gib t sicb 


?. = rl = p'> == ji' = p' 'p'> 


d T 


dT 


dahor 


rp =- 1 ^ ?? j 

Setzt man + w) = A, so wird also 
A 
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VL § 76. JJwcikttrporpiobloin. 


[fil.42Q. 


c) 

DieHamiltonscho partiello Difforontialgloichinig +E=:Q 
lautct also, wenn man flir B don Wort T— und darin 

ftti- q„ ? 3 , -73 ‘^>0 Aiisdrllcko ^ und fiubsti- 

tuiei't, wio folgt: 



Ein vollatflndigos Intoftralo diosor pnrtiollon Difforontiiil- 
gleichung finden wir folgendonnaCon : Wir sotzoii 

}y^a^( + a^fp + P + (■), 


■wobci P nur i’nnktion von q, 6 nuv !fm\lifcion vou {)■ soin 
sol]. Dadurcli nimmt dio partiollo .Difforoiitialgloichung dio 
Gestalt an: 

, , /rfpy , 1 idey , x _ ,, 

2^''cos'‘'iV (j ’ 

wolchor gonllgt wird, wonn man sotzt 

(d&y j rtj /(//V a; «« 

Bozoicimet man mit t9j und dio iintoroii Integrations- 
grenzen, wolcho wir nacli Boliobon wtt,blon kbnnon, so 
wird algo 

e -fi P 




Cl 


420) 




■ 1 0 


-r.? , I 

C08* iV ' 




Die drei Integralo dor Bcwogungsgloichungoii 
^ _ n dJV _ . a IK . 

'd\^P^ 


207 


Gl. 421-425 ] VI. § 75. Zwcikorpeiprobloin, 


verwanclcln sich dalicr in: 
421) = 

y - 2cr, 


422) ^2 ~ 


/ _ di> 

coa^^lA| 

O, V 008 * 

«3 r— 

J Q Y^Iq - 2tt, ~ tt| 


(2 ...3 .. 


423) /9jj — Uq 

C03* ^ 

Aus dom 2 woiton folgt 


424) 


d (p 


= ^2 



coa* ^ 


1st dahor so iat // iminer gleich Null iind die 

Bahn des Planoten fallt genau in dio EkHj)tik. In alien 
andcrcn Eilllen miiC < cc^ soin. Nuu bowegcn sich aber 
ulle Plancton in Bahuen^ die der Ekliptik nahe liegen, um 
die Sonne. Jils wilchst also cp fortwahrend, & dagegen 
sehwaiikt ^wisohon einom poaitiven uiid negativen Werte, 
also, da dei* Gronzwort von i9 niir eintreten kann, wenn 
die Wnr/.el dor Formel 424) verschwindet, zwisclion dein 
kleinston positiven und don dem Zahlenwerte nach kloinsteii 
negativen Winkel, dessen Koainua gleich c( 2 l ^3 Diesei* 
Wiiikcl ist abor der Winkel i/; zwiachoii der Balinebone des 
Plauotcn und dor Ekliptik* Es ist also 


425) cos yj = • 

i)' nimmt jodonfalla aucli den Wert Null an^ wir kdnuen 
dahor t9 j 0 setzen. 

Aus Formol 421) erhalton wir 

FUr das Perihol und Aphol vorschwindet Ist also 

die Perihol', p^ dio Apbeldistanz des Planeten (Mars) von 
der Sonne, so sind diese GroBen dio Wurzeln der Gloicliung 
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VI. § 75. ZwoikCrpoiproblein. 


[01.428. 


Es ist also 






0 . 


Pi + P2 — > 


Pi Pa 


2«i 


soil zugleich in don Intcgmlen 420) bis 423) als untGre 
Gvcnzo fUr () gowillilt wordeiu Wcnn wir dann mit r cine 
dor Zoiten bozoiebnon, wann dor Planot (Mars) das Poriliel 
passiort, folgt aus Gleicliung 421) 

426) /?! ^ T. 

Ist nun a die groCo, b die kloino Halbacliso dor Bnbu- 
ollipso dos Mars, c == dio Kx'/onlrizitllt diosor Ellipse, 

so folgt 

Q^^a(l--e), Pi+?2 = 2a, -6^), 

daher 

«! = ■/«’ «3 = yu(i-«^)=|/;.;>', 


woboi p dor Paramotor, dio zum Bronnpuukto goliilngo 
Ordinate dor Balinollipso ist. 

Wir wollon uns nun in Fig. 10 dio Logo dor vor- 
schiedonou Punkto auf dor Himinolskugol vorsinnliclioii. 

XY sci dio Ekliptik, A' dor 
Frllhlingspunkt, Z dor Pol dor 
Ekliptik, K dor aufstoigondo 
Kuoton dor Marsbahu, P das 
Porihol dos Mars, M dor Puiikt, 
r wo sicli dor Mars zu irgend 
oinor Zoit I iioiindet. Dann siiid 
■^XS N <= (p und j>/ 6 ’ N -■ O' 
dio Polarkoordinaton dos Mars il 
zur Zoit I, ist dio 

Neigung dor Marsbalin gogon dio 
Ekliptik, ^XSK=^0 ist dio Lilngo dos aufstoigonden 
Knotens dor Marsbalin. 

Bezeichnen wir den Winkel KSM mit »/, so folgt aus 
dom rocbtwinkligoii sphitrisebon Droiecko MKN 



Gl. 427-430.1 


VI, § 7o. ZweikOrperproblem. 


427) sin I?' = sin sin ?; 

uiid wir kOniiGn, da i[j konstaiit ist, in detn aratGn IntegralG 
dor GlGicbnng 423) ?; statt O' als Integrationsvariable eiu- 
fahren. Da war nnd wir ^ Q wahltcii, 

so wil'd dieses Integral 
& 

n dy^ 




und die Gloichung 423) geht iibev in 


/^3 = V - «3 


il/s;.? -2«, (.» -«j 


Da man far don aufsteigendon Knoten K hat 0 == 0, 
so folgt aus 422) 

i%^0 

mid aus 428) folgt 

(^3 ^ 

wobei 7}p dor doin Porihol der Marabalin zugeh5rige Wert 
des 7} ist In dor Astronoinio neniit man die Sumnio 0 + 7}p 
die Lilngo & des Periliols der Marsbahii, den Winkcl MSP 
die wahro Aiiomalie x zur Zoit tf ij ^ 0 ^ ^ + ;(f 

seine in dor Balm gomessene Lango, (p aber seine in der 
]ikliptik gomessone LUngo. Es ist also 

(D 0 

— Q = 7} 7)p, 

Zwisclion den acchs Integratiouskonstanteu 
429) (If Of yjf T, Of (jj 

wni 

480) (^2) c^g) /?p ^21 Pz 

bostehon also die GlGicliungon: 

, «2 = COS 'p «8 ~ ~ 
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VI. § 70. Storiingagloiohuiigon. 


[GH. .181.483. 


431) 


= T. 


« = <V, 


2 o, ’ 


/ 9 , = 0 , 

2«i ffj 
--p- y 


1 


cofi yj ^ 


Dio boidon Konstauton 0 nnd i// bestiininou dio Lago 
der Bahnebono jcdes boliobigon Planoton, rS bostimmt dann 
dio Richtung nach dom Porihel, t dio Durcbgangszoit (lurch 
das Pevilicl. 

Wie man dann inittels a, e don wirkliclion Ort dos 
Plaiieten im Eaumo x.u jedor Zoifc findon kann, aahoii wir 
aclion im I. Teilo § 21. Man flllirt dio mittloro Anomalie 
ein, indoin man in Gloioliung 421) fiotxt 

432) o = a(l ~ ccosm). 

Die Integration liofoit 

433) — i-. (/ — t) — « — 6 sin « . 

let t gogoben, so wird zunilchst aus diosor Gloichung das 
dazu gebbrigo « bcstiuimt; Gloicluing 432) Hofort dann q. 
Dio Einflihruug dos Wortos 432) in 427) und Ausftlliniiig 
der Integration abor liofovt: 

11 + 0- ^=^ 2arctg (j/j 'I ® tg ■” ) . 

Aus dom Werto von rj abor lindot man i9 inittols der 
Gloichung 427), wtthrond das sphllrischo Droiook MKN der 
Fig. 10 liofortt 

tg {(p — (?)== COB Ip tg tj . 

Es sind also silintlicbo Polarkoordinaton p, tV , rp und 
dahor aucb dio reebtwinkligon x, y, z ale Funktionon von 
(, a, 6, Ip, T, 0 und (3, dahor vormbgo der Gloicluingon 481) 
auch als Funktionon von t, a^, /9j) /9ji gcfundon. 


V§ 76. Glleiohungen fur die Stbrung der Balm oines 
Planeten duroh die ilbrigen. 

In orator Annllherung gesohioht nun dio Bowogung des 
Mars in dor Nalio einor gogobonen Zoit i in oinor olliptisohon 
Bahn mit gewisson Worton dor Konstnnton 420), dalior auch 


GU 433.] 


VI, StSiUttyagleicUvingen. 
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(ler Konstanten 430). Die Stbrungou kanii man so aiif- 
fassen, als ob die W'^erte dieser Konstaiiton langsani geiludert 
wurden und cs lioforu die Gloichungen 413): 


d (*y 

bSl 

d (Tg 

di'l 

d «y 

dSl 

d i 

~ ofi;’ 

di 

~ aft’ 

dT 


rf(?, 

nq 

d ft 

Oil 


dji 

dt 

d «( ’ 

d t 

“ da^' 

d t 

Sftj 


Nun folgt HUS den Gleichungon 431): 


li 

CC 

bSl 

dj ' 

dSi dSZ dO dSi dio 
dft dO dk ^ 3ft 

bSl OSi 
dO d& 



dsi _ds^ 

3ft 3 c5 * 


(1 a 

X d u, 

d SI 


— : — ~ 
d t 

"* 2«f lit 



de _ 


2 ft 8 p d SI 1 

fp dSl 

d t 

l^ e d t 

e dl ^ le dj ae 

Y X 5<j ’ 

dip _ 
d t 

1 

OfQ 8in yj 

idsi d d SI 

l,"ao‘^3fij *ft| 3(5*“' 




1 \t)i^ , n . l 

~ i/XpeinV'i^'^'^ awj’ 

ferner 

ist 



Q>j Qj 

11 

d SI da 

da d otj ' 

J_£{ 0±, djl ajp _ 

' d c 5 a V' a 0, 



2af ~da ^ dc ^ X~ da el de 


Analog folgt 


dS2 d L /p 3 cot^ dSl ^ 

^ ^ Wp ^ ^ ffo |/x 3a Yip dip ' 

dalier 

(It 2/v-^ p 

dl ^ ^ i da el de * 

£0 

^ ^ p Ip ^ w 

dc}_ £1, (1^,^ L te ^ 

di (if 'dt yip ^ 2 dip ae]/ I de 
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Hiermit sind sltrntlicho Stdnnigfiforniolu boroclmet. In 
der Astronomio bozoichnot man gow5lnilicli den Falctor von 
i — T in Gloichv\Bg 435) mit n uud fuhvt statt I die Kon- 
stante n niittels dor Gloichuiig A =^7i]/a^ oin. 

Berechnot man nur dio Stbrungsgliodor erstor Ordnung 
80 addioron sick dio von don vorHcbiodonon Himmolskbrpom 
bowirkton StbningeiL Urn dio StOrung des Alars duroli 
einon .anderon Planoton (don Jupiter) m l)orocknon, bmucht 
man im Ausdrucko 419) ftU* £2 nur oin Gliod boizul)ohaltcnj 
bat also 

+ yj/t 4* _ _ _ „ 

]/xj -I- y} + y(x - ii*ip -Tt^/ - yj* + U - 

Hicr Bind sowobl dio Koordinuton x, y, x doB IfarB, als 
auch die Koordinaten a:j, ?/p dos Ju)>itor in dor frllhcr 
auBoinaudergesetzton Woiao durch i niid dio Worto der 
Grbfien 429) auszudradcon, welclio fl\r don botrollbndcn 
Plane ten golten. Boi dor i)artiollon Biflorontiation nacli 
den ftir den Mars gol tendon Grbflen 429) iat i ala konstant 
anzusolien. Dio ftir don Jupitor goltondon Worto dor 
Grblien 429) aind boi Boroebnung dor GHodov orator Ord- 
nnng Uberbaupt als konstant zu bctracliton, so daB Si bloC 
ala Funktion von t iind don ftlr den Mars goltondon 
GrOBon 429) ausgedrUckt orscheint Frst boi Bereclinung 
der St5rungsglioder hbheror Ordnung milCto anch bcrllok- 
siohtigt worden, daB sich dio Jupitorbalin, wllkrond dersolbe 
atcirend wirkt, selbst ebonfalls langaam llndorL 


VII. GHoichuugon flir dio rolativo Bowogung, 

V § 77. Absolute uad relative Bewegung, 

Wir kbnnon bloB dio Abatkndo dor Tcilo dor vor- 
sebiodeneu Kbrper vonoinandor, also bloB doren rolativo 
Lage bostimmon. Es gibt koine Erfalirung, in dor sick oin 
absoluter Raum bemerkbar machon wiirdo. Trotzdem babon 
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wir 7A\ Anfai'jg des I. Teiles ein bestimmles Koordinateii- 

system eingofUlirt, welches nahezu die Rolle eines absoluten 

Kaumes spielL Wir taten dies blo6, wcil sicb boi Ein- ^ 

fUluHiug dieses bestimmtOQ Koordinatensystems die Geaetze ^ 

flir die relative Bewegung der K^rpor viol oinfacher aus- j 

sprcclion lasson^ als bei Kinfldirung anderer ganz willkllrlich 

gowillilter Koordinatensysteine. ? 

Wir wollon damit koinoswegs dio Wahrscheinlichkeit 
Oder gflv die Notwendigkeit behaupten, dali iiocb noue Ev- 
fahruiigen gefuudon werden kdnnten, mittela doron dieses ! 

bosondere Koordinateusystem sicli naber bestiramen lieBe, < 

Oder wolche oino Auswald eines bestinimton, aus alien den I 

Systomon , welcho wir in § 1 1 dos L Teiles taugliche Bo- j 

zugssystome imuuten und damit die Bostiinmnng eines *; 

absoluten Rauines gostatten, wclchc, wie man sicb aiisdrllckt, | 

dio Existonz dos absolutcu Kaumes boweisen wiirden. j 

Wir sabon nllinlicli in § 11 dos L Teiles, daB dieae i 

Roduktion dcr Boweguugsgesotzo auf die oinfachsto Form | 

keineswegs bloB bei Zngrnndolcgnng oincs einzigon beslimmten 
Koordinatensystoms S ointritt, sondorn daB man mit gleicbom | 

Erfoigo sobr vorschiedeno Koordinatonsystemc zugrunde logen ] 

kanu. Alio dioae Koovdiuatouayatomo nauuteu wir dort taug- | 

licbo Bozagsaystomo. Dio Richtung dor Achson im Ranme i 

kaun daboi fUr cinon bostiminton Zoitiaoment and dio Lage I 

dos Koordinatonanfaiigspunktcs for zwoi Zciimomente ganz j 

beliebig rolativ gegen das oino schon als tauglichos Bezugs- \ 

Bystom gofuudono Koordinatensyetem S oviontievt soiu, Hat ( 

man jodoch fOr oinon Zoitmoment dio Richtung der Aebsen J 

gowUhlt, so ist sio dadurcb fOr alle Ubrigon Zoitraomonto be- 
stimmt. Man bozoiclmet alle Richtungon, welcho eine il 

bostimnifco Achso dann zii allon Zoiten hat, als parallel. 

Hat man fornov dio Lago des Koordinatonursprungs zw > 

zwoi Zoitmonionten gowUhlt, so ist wioder die Lago dos H 

Koordinatcniirspruiigs zu allon Ubrigon Zoitmomenton be- -j 

Btiramt. Man nonut dio Bewegung, wolche dor Koordinaton- J 

ursprung liierboi maoht, oino goradlinigo und gleichfUrmige. ij 

Die Frago, wie sicb dio Gosetze dor liagenUndorung i 

dor Kdrpor inodifizieren, d. h. wio sich dio Bewegungs- J 


•I 

} 
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gloichuiigen vomnclorn, wenn wir xu don verschieclenen 
Zeiten Coordinatensyfitomo xugninclo logon, wololio dieseu 
Bedingungon nioht gonUgon, ist oAonbar von liolioni thcoro^ 
tischon Intoressc. 

Sio ist abor auoli von prakiiscboin Worto; donn wir 
liQobachton stets uur dio Rolativhowegiuig oinos materielleu 
Systoins gegcn cin zweitos, wolches naho/u unvcrilnderlicli 
ist odor wouigstons als iiiivoriinderlicli ungcsolien wirrl. So 
beobacbton ^vir clio Bowcgung des Planotousysloms volaliv 
gogoii don Fixstornliiramel, dio irdischer KOrpor rolativ gegoii 
dio Erde odor irgend woiclio fix mit ilir vorbundono Ob- 
jekto. Boi gowisson li^xporiinonton booljaclitou wir ancli dio 
liowcgung YOU FlUgsigkcilcu odor soustigon GcgonsllVudou 
relativ gegeu ein absichtiich in Rotation vorsot/des GoftlB 
odor Golilluse. Dio in oincm bowcgton Wagon odor Schiffo 
bcfindlichon Porsonon kbimcn dio Bowcgung ilirer K^rpor 
\n\d audcrer Gogonstilndo rolativ gogou don Wagon odor das 
ScbifF bcobacbten iisw. 

In allon dioson Filllon Imndelt os sioli ftir uns lediglich 
urn die rolativo Bowogung dos orston Systoms gcgoii diis 
zweito odor oin mit doin zwoiton fix vorbuadoues ICoorcU- 
natensystom. Lotzteros hat in alien Filllon bis auf don 
ersten sicher nicht dio Eigonscliafton oinos tangliclion J^o- 
zngs&yBtems. Dio Natur dor Pixstorno ist nns viol xu nnbe- 
kaunt und der Fixstornhimmol solbst oiii viol xu unbestinimtor 
BegrifT, als daB man mit Sioborhoit ontsclioidon kbnnto, ob 
oin mit ihm fix vorbundoncs Koordinatonsystem oin taug- 
liohos Bo7A\g8Sy8tcm whvo*, abor Eigouboweguugou von Fix- 
sternon sind boreits konstatiort und jodonfnlla ist os auch 
da von Wichtigicoit zu wissen, was fllr oinon EinfluB 03 
auf die Bowogungsgloicliungon dos PlanotonsystomH lilltto, 
weun das zugruude gologto Koordiuatousyatom keiu tang- 
liches Boxugssystom witre. 

Wenn dio Bewogung einos Kbrporsystems rolativ gogon 
oin zweitey borcclinot wordon soil und dio Bowogung dos 
zwoiteii Systoms rolativ gegeu oin taugliohos Bezugssystem 
bokannt ist, so kdnnte man in jodom spoziollon Fallo so 
vorfahren: man kbnnte zuorst die Bowogung des orston 
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Gl. 483.] VII. § 78. IlolaCiv6 Progressivbcwogung. 

Systems relativ gegeu ilasselbo Bezugssystcm borcohneu und i 

erst claim aus clcr lelativen Bcwegung beider Systomo gegen 1 

(las gcineiusam zugnmdo gologte taugliche Rezugssy.stom die ! 

relative) Bewegung cles orsten Systems gegon das zweitc he- : 

veclmon. I 

lOs ist abor von gro!5eui Vortoile, dieso Arbeit nicht in * 

jodem .spozicllen Fallo besonders ansziifllliren, sondeni ein \ 

fdr allomal die Regeln anzugeben, nacb denon unmittelbar ' 

die Bewegung doa orsten Systems relativ gegeu das zweite • 

System Oder ein damit fix verbundoncs Koordinateusystein ' 

gofunden werden kaiui, sobald die des zweiten Systems gogen 
ein tauglichos Bezugssystem gegebon ist, welches wir das j 

ruliondc Koordinatensystem nenaon. Wir nelunon an, dafi 
aitmtiiclio Teilo doa zweiten Systems starr mitoinandor ver- ! 

bunden sind. Mit ihm denkon wir uus ein zwoitos (das i 

boweglicbo)Koovdinaton3ystcm starr verbwndon. Die Aufgabe ; 

ist diinn, dio allgcinoinon Gleicbungon filr die Bewegung 
des erston KcJriiorsystems relativ gegon das bewegliche i 

Koordinatensystem zu linden. S 


Vi; 78. Erster SpeziaUall. Das bewegliche Koordinaten- 1 

system dreht sioli nioht. 

Wiv betvachtcu nun zwcr&t den Speziidfall, daB daa i 

?.woite System, dalier auch das damit vorbundenc bewogliche I 

Koordinatonsystom keino Droliung rolativ gegen ein taug- 
lichofl Bozugssystoni liat Dio Aohson des letzteron wollen 1 

wiv mit O^X^, 0^ bczeichaom Die Achson 

OX, OY \ind OZ dee bowogliclion fost mit dem zweiten 
System vorbundou Koordinatonsystems wolleu wiv zu irgend -i 

oilier Zeit don orsteron Koordinatonachson parallel wilhlon, 

Sie werden ihuen dann zu alien Zeiton parallel bleiben und 
die Dago des bowegliclion Koordiuatensysteras relativ gegon 
das taugliclie J^ezugasystom ist zu jeder Zoit bestiinmt, wonn 
wir die Koordinalon a,h,c ibres Koordiuatenspvunga 0 bo- j 

zbglich do8 tauglichon Bezugssystoms keimon. \ 

Da sicli unserer Annahme gomllC alle Kdrper konti- 
miierlich bowogon, so wird auch dio Bewegung dos Systems, i 

}ioU;'«mnn n, Moobaolk IL ■ 
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Welches wii’ das Kwoito gonaimt haboii, jedonfalls so bo- 
achalTon sein, daft a, b, o icontimiioHiclie Fuiiktionon dor Zeit 
Bind, woloho ondliclio orato und zwoito Difl'orontiahjuoUeutQn 
hftbon. Dios soil also augononimcn wordcii, da dio ontgogon- 
gesoUto Annabmo keino physikalisclio Bedoutung liiltto. Dio 
Boweguug des zwoiton Systems soil uns fernor gegoboii soin. 
Ks solleii also a, o bokanuto Finiktionon dor Zoit soiii. 

Wir bozoichnou mit .-Cj, y^, dio auf das taugliclie 
Beziigssystom bozogonon Koordinaton irgond oincs inatcriellon 
Punktos m dos orston Systems, dosson Bowegung boveebnot 
wordon soil, wilhrond dio dos zwoilon Systems iind dahor 
auch dio dor bowoglichon Koordinatonaebsen a)s gogoben 
vorausgosetzt wii'd. 

Vormogo dor Definition oinos tauglichon Bozugasystoms 
golten fUr a,, y^, x^ dio gowdlinliclion Gloicbungen dor 
Moclianik 


484 ) 






m 


Vi 

di^ 




m 




- 


woboi A", y, dio Kompoiioiitoii dor auf vi ^vil‘kondon Go- 
samtkraft iu don droi Koordinatourichlungon eiml. 

Dieso droi Grloicliungon \vi\rdon iins dio Bowogung dos 
inatoriellou PuuktOH m rolativ gogcu daa iauglioho Bozugs- 
fiyatem bostiminon* Wir suchoii abor niclit dieso, sondorn 
dio Bewogung rolativ gegon das boweglioho Koordinaton- 
system, also die GloicUuugcu fUv die Vevtindevungen dor 
Koordinaton a;, ?/, woloho doin Massonpunkto in ziikommon, 
wenn wir ihu auf das bowegliclioKoordinatonsystom bc/iolion. 

Da dio AcliBon boidor Koordiuatonsystomo immer 
parallel bloibou und dio Koordinaton dos TJrsprungs dos 
bowoglichon Koordinatonsystoms boxtiglioli dos Inuglichon 
Bezugasystoms a, hy o aind, ao ist 

Subatitiiiort man dies in dio Gloioluingon 484), ao er- 
bSJt man 
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.» JO I .« ■■ ) 

a r 


di^ 


436) 


(p y ir d^b 

m => 

rf'* ,, <Pc 

»« 77 -.- = ^ - «» 77 - 


Dies sind dio gowlinschten Glcicliungcn, welcho uds 
die Auderutig dor Koordinaten x, y, cines boliebigou 
Maasonpuuktea m clos fraglicheu matevicUen Syatoma, desseii 
relative Bevvogiing wir iinden wollou und welches wir das 
orsto System nannton, bozliglicli dos beweglicben mit dem 
zweiton System fix verbimdononKoordinatonsystoms angobcii. 

Die Bowogung dcs erstou Systems relativ gogon das 
bowGglicUe Koordinatoasysteiu geschicht also genau so, als 
ob lotzteres cin tauglichos Bezugssystom ware imd aufjedes 
Massontoilclicn m auBer dou Knifton X, F, >/, welcho in dor 
Tat dantuf wirkon, noch die drei Krafte — 
^md^bjdi^, -‘md^ojdi^ in don drei Koordinateiirichtungon 
wirkon wilrdcn. 

Dadurcli haboii wir dio nouo Aufgabe auf oine sebon 
bekannto zurilckgofUlirt. Wir baben dio Eechnung ganz so 
ausziifUliren, als ob das bewoglicho Koordrnatensyetem ein 
tauglichos Bezugssystom wiiro; nur inUsson wir den in dor 
Tat wirkendon Krlifton noch dieso uouon Ki^fto hinznfligon, 
diircli doron Hinzufligung sicli dann dio Bowegungsgloicliungon 
auf dio alto uns sclion gowobnto Form reduzioron; des- 
halb nonnon wir dioso hmzuzufligenden Kriifte die Reduk- 
tionskrilfto, 

Sei umgokohrt dio Bowogung des orsten Systems rolativ 
gogon das bowoglicho Koordinatensystom gegeben und scion 


X == X ~ m 


d^a_ 

d 


Y^m 


d^b 

dF 


m 


d^G 

dt^' 


dio ICrUfto, woloho diesolbe Bewegung rolativ gegon cin 
tauglichos Bezugssystom erzougon wiirdon, so sind 

20*^ 
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[Gl. -las. 


A =: Xj + m 


Y = r, Y m 


dn 

li? 


Z= Z, +m 


(1^ n 

Tp' 


die Krafto, wolche die Bowogung rolativ gugeii das in dor 
vorgoschriobonen Woise bowogle Koordinatoiisystom oi/.ougen. 
Wir lutiaaon dalier dou KrSlfteu A',, r, , Z^, wolche dioso 
Bowogung rektiv gogon oin tauglicliosBozngssyslom orzougon 

■1 ITT/- i-ci d^l) d^o 1 . f,, 

wlirdon, nocli dio Krlifto ’ binzulilgon, 

uin das Systom auBcrdcm uoch so zu fuliron, daB os dio- 
solbo Bowogung rolativ gcgen das in dor vorgoschriobonou 
Woiso bowogto Koordinatensystom ausfUlirt, woshalb wir die 
lotztoron hinzHZufiigondcn Krilfto dio Ftlhrungskrilfto nonnou 
wolleu. 

Bs bcsttltigt sich iioiiordings, daB dio B.cdiilctionskrafto 
iiur glcich Null Bind, d. h. daB dio alto Form dor Ikwogungs- 
gloicbungon ohno HinzuftJgung nouor JCrUfto nur dann or- 
halton bleibtj wonu dio Bowogung dos zwoiton Koordinaton- 
systoiTiB relativ gogon das orsto oino goradliuigo nnd gloioh- 
fbrmigo ist. 

^knu jodo Masse jedos dor boidoii Ryatomo oino gloioti- 
gcrichloto, dor Masso proporfionalo Kraft wirkon wtirdo, so 
wUrdo dadurch die Roktivbowoguug boidor Systomo gar 
nicbt gokndort. Dorartigo Krltfto wllron also fUr doiijonigon, 
dor nur jeno boidon Systomo walirniinmt, niolit boinorkbar. 
G-rOBo und Riohtung dor auf die MnsBoneinlioit wirkondon 
Kraft kbnnten daboi iiaUIrlioh noch boliobig mil dor Zoit 
Yorilnderlich soin. 


V§79. Beispiole. 

A Is Boispiel fUr dio RoduktionskrUfto botrachtoii wir 
oinen I'Ascnbabnwagon, wolchor in dor Riohtung dor Abazissen- 
achse ftllirt. Irgond oin boatimmtor Punkt doBSolbon habe 
zur Zoit I die Abszisso a. An dor Dooko eoi oino ITllnge- 
lampe bofestigt, auf oinem feat init dora Wagon vorbundonon 
Tischchon steho oin Glas, das oino FlUssigkeit entlilllt. So- 
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bald (lio Gescliwincligkeit dos Wagena zu^ oder abnimmt, 
bowogt sich die Lampe, sowIq die im Glaso enthaltene 
FlUseigkoit oven tu ell das Glas solbat, wenn ea nicht gcnug 
Eoibung gogen die Tischplatto bat, fur einen relativ gegen 
den Wagon ruliendeu Boschauor genau so, ala ob zu jeder 
Zoit auf jedoa Massontoilohen aiiBor den in der Tat darauf 
wirkendon Krilfton noch die Kraft —vid?ajdt^ iu der 
Richtung der Bowegung dea Wagons wirkte. 

IJen Bogrlff der FilhrungakrUfte illuatriert folgonde 
Betracbtung: Um in dom boaprochenon Eiaenbahnwagen 
einen inonBchlicliori KOrper ruhig auf oiner Bank sitzend zu 
erlialton, muB zu don Krilfton, welcho auoh im ruhenden 
Wagon wirkoii wbrdon, auf jedes Massonteilchen noch die 
Kraft md^ajdi^ in dor Bowegungsrichtung dos Wagens dazu 
koinmen. Dieso Kraft wird von der RUcklehne, dom Sitzo 
even tu ell dom Stilt zpnnkto der B'UBo ausgohen nnd durcU 
iuiiero Krilfto passoud auf die Massenteilohon dos Korpers 
vortoilt wordeu. Die Lobno wird bei Beschlounigung der 
Fahrt stlirker, boi Verzogorung schwilchor auf deu RUcken 
driioken. Boi solir starkor Vorzbgernng, z. B. sebr pl5tz- 
lichem Stillstand dos Wagens kaiin der Brack der Lehne 
auf don RUckcu negativ v/evdon; man muB dou RUcken mit 
Gewalt, z. B« die FuBo ansteminend, an die Lehne andrllcken, 
wenn dor Obork5rper sich nicht nach vorne neigon soil 

Ein andorcs Boispiel von Ftlhrungskriiften ist folgendes. 
Man lullt das oiuo Endo eiuos Fadens, deu wir als iinaus- 
dobnsam botrachton wollon, in der Hand; am anderen Endo 
des Fadons soli ein schworer Kbrper befestigt sein. Die 
Hand soil dasjonigo System sein, welcliea wir in der allge- 
meinen Tlioorio das zwoite naiinten, der scbwere K^Srper 
soli das ersto System sein. Wenn die Hand ruht oder sioh 
gleiclifdrmig bowogt, so muB die Spannung des Fadens, 
wenn dor sohwore Kbrper in relativor Rubo gegen die Hand 
blolben soli, genau gloich dem Qowichte desselben sein. 
Bewegt sich dio Hand mit bosohleunigtor Bewegung vertikal 
nach abwkrts, so muB auf den scliweren Kbrper, wenn der 
Fadon gleiclio Lkngo behalten soli, eine abwili'ts wirkende 
IHlhrungskraft liinzukommon, es muB daher, da (lessen 6e- 
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w:oht unveranclert bleibt, die aufwJlrts ziohondo Simnaunff 
des ffadons abnohmen. JBowogt 8iob dagegon din TTn f 
wrrfgai't n«!l. abwfcta odor bosoMoonigt o„„h 
mua dro Sp«B doo ffadoM ,0 d«0 dCr ll 

raBobem Anbalton eiuer Abwilrtaboweginig odor ^ m, 
Beginn oinor sclmellen AufwiU-tabowogung dor Hand il ft? 

bann oelbo. „„ ooinc FeodgWi orUlrgiZ .I 'S 

Gewicht der angehllngton Last iat. ^ ^ 

V§ 80. Zweiter Spezinlfall. Das Koordinateasysteni ist 

Drelinng bogrlffon. 

Wir wollen mm don Spozialfall botrachton. da6 dn, 

iSLtir- 

auf ^ andoro aufoinandor und 

SS?fF” « 

sioh das zwaito ^vai-n ^ ^ Winkol iv ist, um wolchon 

endlicben orstmi im/i » u Tr.!v.^°^ woloho oiuon 

durch die Boweaune- liat, wo- 

geben ist. ^ ^ ^ Systems vollstllndig go- 

^olrs,7ox o ^^oTVT^ 

B aor Aooidinaten «, y, * oi„o8 boliebigen 
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Massenteilclion-s m dos Ofsten Systems hozogen auf dieses 
Koordiniitonsystom zu findon. Wir kdnnten diese Aufgabo 
ibigolulormafion idsou. 

Soion Xj, ?y,, a;, die Koordinatou dosselboa Massen- 
teilclions bozUglich dos Koordinatcnsystems OA' , OY , OZ 
imd A\, 7,, dio Kornponoiitou doi- gcsaratcn auf in 
wirkoiuleii Knllto in don llichtungon OA'j, OY, OZ' 
dann int, da dio lotz.toron Achson ein taugliehcs Beziigs' 
system bildon 


430) 


m 






- y 

(/;» ~ ■*^1 J 


))t 


(fl* 
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Da fornor w dor Winkol dor boidon ar-Aclisen ist, so 
hat man 

I = X cos w — t/ ain w , 

487) I 2/j = sjsin to + ycos ?<;, 

\ % • 

Da w als B'unktiou von i gegoboii ist, kann mau daraiis 
dio yjWGiten i)irtci'Cfitialqaotionton von nach dcr 

Zeit borcchnen. Substituiort man sio in die Gloiclmngon 436), 
so crgobon sioh tlaraus uacli passondon llcduklioneu die 
Gloiolunigon fUr dio zwoiton DiflVontialquotienten von 
Xi y, X naeh dor Zoit, wolcho man sucht. 

Dock ist (lios Vorfahron, wenn man os nicht (lurch 
Anwond\ing dor Jjagrangosclieii Gleichungen abkUrzt, wovoa 
spittor dio Kodo soin soil, otwas umstlindlicl^* KUrzer gelangt 
man ziini Ziolo, wonn man Seinipolarkoordinaton oinflibrfc. 

Soi r dor sonkrechto Abstand des Massenteilchens m 
von dor ^-Achao und soion i9 und 0^ dio Winkel, wolcbo 
r mit den boidon positivon Absziasonachsoii OX nud 
oinacbliollt Daim aind r, /Aj und x gewohnlicho Somipolar- 
koonlinaton zur Bestimmung dor Bago boziiglicb oines taug- 
liclion Boziigssysloms, Wonn wir dalior dio llichtung dor 
positivon ;«-Acli80 kurz als dio :i;-RicJitung, die Riclitung dor 
Vcrlilngorung von r, wolchos wir uns immor von der ;r-Achse 
gogou dio Maaso m bingezogon denkon, als dio Riobtung 
von r, und dio auf boidon sonkrechto in dem Siano, in dom 
siolii VI boi wachsondon O’ und bowogt, gezogono Riobtung 


ftlfi flio Riclitung von i'/, uiul mit 2, R iiikI 0 die Koinpo* 
nenton (lev auf in wirkenclou Goaamtkraft in diosou dvei 
Rielitiingon bozoiclinon, so iiat innii nacli § 1 1 


<I38) 


(Pr 




7n*r 


ilf 


+ 27)1 


tli 


m 


dt 

(U^ 






Ana dieacn Gloichnugoik, wolcho \xm <lio absoUUo Bo- 
wogiing (lor Mnsao d. li. doron Bowogung bozogon auf eiu 
taugliclies Boxugssystom gebon, fludou wiv t^oibrt dio gcRUchto 
RolativbGwegung, woiui wir etatt 0\ don Polavwinlcol i)’ mit 
dor bowogKchou Acliso OX oinfUhvoii, da ja v uud % you 
(lor Droluing niclit afli/.iert wordon, Da wir don Winkol 
dor beidcu Abszissonachsen yxxv Zoit t xrxit to bc/.oiclmot 
habon, so ist, wonn wir dio Winkoigoscliwindigknit dtoldl 
do3 zwoitou Koordimitonsystoma rolativ gogon das tauglicho 
Bezugbsystom mit co bozeiclmon 

dt (it ^ di'^ ^ d f* (it * 


SubstiUiiort man dios in dio Gloichungou 488), so folgt: 


439) 


d^r fdoy n , 0,0 


r «3 » 

dt 


(l^ ^ I o d "O' (i )* /■ •j do) o A d r 

^wr*-r-,5- + 2m~rr — (y -- tnr-, * — 2mm i 
dr d I dt (It dt 


dH 

d>" 




§ 81, Interpretation der gefundenen Gleiohnngen, 

Dio GleicUuug(Mi ft\r dio Voviindorung vou r, und x 
Bind hiermit wiodor gonaii in die Form der Gleicluingon 488) 
gebracht Dio Bowogung rolativ gogen das sich droliondo 
Koordinatonsystem gesoliieht also wiodor gonau so, nls ob 
dasselbe fix (d. h, oiu taugliches Bozugssystom) wilro uud 
auf irgend einen matorieUen Punkt m auBor don KrUfton, 
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welclio tatsllclilich diira\if wirkon, nocb folgendc Kra,fte wirk- 
8nm wilron: 

1 . Kino Kraft von dor Intonsittlt mrco^, in dor Rich- 
tung von r, wolcho wir dio Zontrifugalkraft noimen 
wollon. 

2. Kino Kraft von dor IntonaitRt hi rd(o/d<, welcho der 
Riclitnng, dio wir dio Richtiing i9- gonannt liabon, gerade 
entgcgenwirkt. Dicao zwoilo Kraa woilon wir dio tangentialo 
Roduktionakraft noniion und mil bozoichnen. 

3. Kino Kraft von dor Intensit-ilt 2in(op, wobei p dio 
Piojoktioii dor goaainton Goaclnvindigkoit o dos matcrioHou 
Punktoa m auf dio a;j/-EI)ono ist. ])io 80 dritto Kraft beiBt 
dio Goriolissclio Kraft K^. litre Riebtung liogt in der 
.r ji/.Ebono, Htoht Honkroclit auf dor Hichtung dor init p be- 
zoiebnoton Goacliwindiglcoilskoinpononto, also auch auf dor 
Goscbwindigkoit o aolbst, und wirkt in dom Sinno, daU ibre 
Riolilung in dio Riclilnng von p dureh cino Drebuug iu dem 
Sinno, in dom nidi dor Bozugskdrpor drcht, also bei posi- 
tivom 0 ) iu doniHolbon Sinno, wio dio positive x-Aohso in die 
positive //-AcliHO auf kllrzoBtom Wogo UborgofUbrt wird. 

Dioso droi Krilfto woilon wir winder dio Reduktions- 
krkfto nonnou. Ifllgon wir sio fUr jodon matoriollen Punktm 
dos Systoins, wolchos wir das orate genannt haben, den 
ohnobin darauf wirkonden Krilften bei, so kdnnen wir dio 
relative Bowegnng diosos Systems gegeu die in Drohung 
bogriffonon Koordinatonaclison (oder gogon das damit fest 
vorbnndono zwoito System) gonau so boreclinen, als ob 
diosolbon ruhon wllrdon, d. h. eiu taugliohos Bezugssystem 
wilron. 

Was wir untor 1. und 2. von dor Zontrifugalkraft Aj 
und dor tangontialon Roduktiojiskraft A, gosagt baben, lehrt 
dor uninittolbaro Anblick dor Gloichungon 489). Nur das 
untor 3. von dor Coriolisschon Kraft Aj Boliauptetete be- 
darf noch dor Krlilutorung. Wonn man dio ZontrifugRl- 
kraft A, und dio tangontialo Roduktionskraft Aj binzugeftigt 
hat, so mud man, wio dor Anbliok dor Gloichungon 439) 
lehrt, nooh zwoi Krilfto hinzufiJgon, um aus don Glei- 
chungon 430) solcho Gloichungon zti erbalton, wolebe genau 
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die Form dor Gloicliungeu 438) habon, d. h. damit die Be- 
wegung gonau so goscliiolit, als ob dio Aclison 0 X, 0 Y, 
OZ oiti tauglichos Bozugssystom wilron. 

Dicse boiden KrStl’te, doren Hin/uftlgung noch imtwonilig 

ist, siiid: 1. Dio Kraft Jl' =: 2 vi O) r d iff- j d I in dor Ilieh- 

tung 2. Dio Kraft 0' ==: — 2mQ)drjdt in dor Richliiug 

von it-. Wir habon also noch iiacbzuwoison, dali dio 

Corioliaache Kraft in dor Tat dio rosultiorondo dioscr 

boidon Krftfto ist. Dios goscbioht so: dr/dt, rdO jdt und 

dx,jdl aind dio drei Komironcnton dor Gesclnvindiglcoilen o 

in don droi RicbUmgon r, i9- und x. Dio bcidou ovstcn 

diesor GriSCon aind dahor dio Projoktionon dor init bo- 

zoiehnoton Goschwindigkoitskompononto in doa Riclitungon 

r und {y, 80 duB man hat: 

(I y* il 'O' 

^=;)C 08 (p,r), »=j)6in(p, r). 

Daher ist: 

I 2m(opa.\Vi{p, r) s= 2w w/; cos r) ~ 90*], 
0'= 2??io>j>co8(p, }•) = Bin[-)c{p, r) — 00®], 

R und 0' aind also in dor Tat dio Koinpononlon oinor 
einzigon Kraft von dor IntonsiUlt Kj^~2ni(op, dovou Ricb- 
tung urn 90® gogon die Riclitung von p in dom dor Dioluing 
doa BozugskOrpcrs ontgogoiigeactzton Siniio godrolit iat, also 
in dom Sinno, in wolchom man dio positivo y-koheo nnf 
kUrzoatein Wogo in dio Riclitung dor positivon ai-Acliso 
drohon kaun. 

Woun umgehebrt gowisso Krilfto 7?j , 0j oiuo bostiiniiito 
Rewegung beziiglich cinos taugliclion Bozugssyatome liorvor- 
bringon, so mllason ilinon noch dio Krilfto — K^, — und 

— ifg zugefdgt wordon, uin diosolbo Bowogung rolativ gogoii 

ein sich mit dor vevUndorlichcn Winkolgcacliwindigkoit o) 
dreliondos Koordinatoiisystom zu orzougon, —• Jfj , — , und 

— Aj sind also dio Fllliriingskrafto, wolclio don zur Kr- 
zougung oinor gowiason Bewogung bezttglich oinos rubondon 
Koordinatensystoms orforderlicben Krilfton noch liinzugofllgt 
wordon mllsson, um jedo Masse so zu fllhrou, daC sio dio- 
selbo Bowogung rolativ gogon oin sich drohondos Koordi- 
natensystem macht. 
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§ 82 . Weitoro Spezialisiemng. 

Wir kOiinoii luif (Ins orslo matorielk Syetom gewisse 
lluDero Krilfto wirkond donkon, und nun die Krilfte, wel&lio 
das zwcito Sy.sU!ni aiif dns orato auslibon intiUto, wenn das 
'/.woito nihtc, unit donjonigon vergloichon, welche ea auf daa 
orato auallbon inuB, wonii aich dna y,woHo in gegebencr 
Woiso bowogt, woboi in boidou Filllon dieaclbo gijgcbene 
EchitivboTCgHng niigononimon wird. Dio KrUfto, weicho im 
zwoilou Ij'allo dnzu kommoii mllaaon, siud die Fllhrungskrafle. 

Wonii aich dna bowoglicho Koordiuatenayatem gleicli> 
fOnnig droiit inid jodos Mrt.ssontoilolioii des orston Systems 
rolaliv gegon diiasolbo ruht, so vovachwindon und Ky 
Dann inuB also das zwoito Syalom auf dna orato, urn die 
rolativo Rulio zu (irlmlton, goniui dicsolbon Krilfte auslibon, 
ala oh l»oi gloiolion llulieron Krilfton boido rubou wUrden, 
aber auf jodos Mnaaoiitcilclion doa orslon Syatoina nocli die 
Zontrifugalkraft Aj •\virkon wtirdo, wclcho also in diosem 
Ifallo die oiiizigo Zuanlzkraft ist. 

Auf jodOH Jlaaaontoihdion doa oraton Syatoma inu8 anBor 
don Krilfton, wolclio boi Kulio boidor Syatomo daa Gloioli- 
gowiolit liorlialton wllrdoii, nocli oiiio dor Zoiitrifugalkraft 
ontgogongOHotzto Kraft, dio ZoiUripotalkraft, wirkon, welcbo 
also dio Klllivungakvaft iat, dio jodos Masaontoileben doa 
oraton Syatoina in doin Kroiso horumfllbrt, don cs boi dor 
Drolmng bosclu’oibt. 

Sobald die Drolmng doa zwoiten Systems boscbleunigt 
odor vorzbgoi’t iat, tritt zur Zontiipctalkraft nocli dio dor 
tangontinlon Rcduktionakraft/fjonlgogongoBOlzto Kraft hiiizu, 
von dor im lll)rigon daa Gloiolio gilt wio von dec Zentri- 
potalkraft. Docli roiclion aiicli dioso boideii KrUfte nocli 
nioht ana, aobald daa orato Syetom eino Bewogung relativ 
gogon dna zwoito inacht. Dann tritt auch noch dio dor 
CorioHaaclioti Kraft /fi, oiilgngongoaolxto auf. "Will man 
don lUr dio Rolativbowogung doa oraton Syatoma gogon daa 
bowoglicho Koordinatoiiayatom goltondon Gloicbuiigcn die- 
Bolbo Konn goboii, ala ob dioaos oin taugliohoa Bozugssyatem 
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ware, so muB man liinzufagon. Zu don Kriifton 

aber, welcho das riiliond gcdnchto i^woito System auf das 
ersto ausUbt, miiB man A 3 liin^aifagon, uin 

die Krilfto zii fiiidon, die os boi scinor vorgesohriobonen 
Bowegung auf das orsto ausUbon miiC, urn boi diosom dio 
gleicho Rolativbewegung zu nntorhalttm. 

Soi B. dor Hohlraum oincs GcftlBos oiu Rotations- 
kbvpor mit vortiUalcr AcUbo, um wclcho das GoftlB mit kon- 
Stan tor ^VinkelgG 3 th^vindigkcit in DroUung bcgviffow soi. Im 
Gofftlio soH sich Qnecksilbor, Wassor und 01 bofindon, ovon- 
tiiell sollon aiicl» festo K 5 r])or darin soin. Vormi^go der 
Roibung mv(\ oiu statioriilrcr Zusland orst oinlroton, wcnii 
alle FlUasigkeiten mid ibeto KQrpor wodor untoroinandor 
noch gogen das rotioronde GofilB mohr oino Rolativbowogung 
Imben. Das betreflfcndo Qleichgowicht Icann goimu so Ijo- 
rcclmot wordeii; als ob das GerdB .saml soinoin Inlialto 
rubon wUrdo, abor auf jedes Massontoilohen dos ioiztoron 
aiifiov dor Sebwero nocli dio ontspreebondo Zontrifugalkraft 
wirkon wUrdo. Dadurch wird aucli auf dio GofiiBwand im 
ruhoDclon GoftlBo dcrselbo Druclc Qrzougt> wolohor im bo- 
wegton GofilBo untev dom EiulUmso dor Schwovo alloiu Uorrscht, 

Ebenso konn das GloicbgcwicKt oincs an cincm Fadcn 
awfgclUVngtcu sebworon Kbrpovs, dor in gloicUfbnnigcr Rotation 
begi’iiTen ist, gonau so gofundon ^Yorden, ats ob doraolbo rulito 
und anf jedon Punkt dossolbori auBcr dor Schworo nocli dio 
Zontrifngalkraft Yvirkto. Vom Widorstando dor nur toihvoiso 
mitrotiorondon Luft ist daboi natlUdicli abgosohen. Damit 
diesor nicht stdroii wUrdo, mUBto dor Aufhllngofadon samt 
dor umgobeudcn Luft in oinom mit gloicbor Goscliwiudigkeit 
rotiorondon GoftlBo oingosch lessen soin. 

Wonn oin scliworcr Kdrpor irgcndwo auf dor Erdo an 
einor unausdohnsamon odor elastisclieu Schnur iiufgobiingt 
ist und rolativ gegen dio Erdo ruht, so vorhiilb or sioh gonau 
so, als ob or samt dor Erdo ruhte und auBor dor Anziohuug 
der Erdo und der Spannung dor SoUuur nooh dio Zontrl- 
fugalkraft infolgo dor Achsoudrolumg dor Erdo auf ihn 
wirkte. Die Schnur niinmt also dio RicUtung dor Rosvil- 
tierendon aus der wivkiicheu Anziolmng dor Erdo auf don 
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Kiirpor mul (lor Zoiitrifuf;alkrnft infolgo dor Rrdrotation an 
Dieso lliclitiiug IumUL dio UiclilHug dor schoinbaion Scbwero 
odor (lor solioiiilmron Ho-sdiloimigting dcr Schworo odor kuiz 
dio Ycrtil(alri(!liLuiig an dor botrcftbiulcn Stclle dor Erdobcr- 
llilclio. Sio Iriflt, woiin (Iioho Slollo auf dor nbrdliohon Erd- 
hnlflo li(!Kt, (Ho Erdac.IiH(j nidit im Erdmittolpunkto 0" 
soiulcrn ebdlicl. clavon im Punkto 0. Dio Spanuung dor 
ScJiniir, wclcho don Kiirjror trilgt, iat oboiifalla iiidit gleicli 
dor AnzioliungHkraft dor ICrdo auf don Korper, sondorii dor 
RoatiUteroiidon dioHcir Anziolnmgakraft uml dor Zentrifugal- 
krafl. Man iionni. (Homo HomiUiorondo, welclio die Sj)aunung 
dor Sclnuir odor dim Druck doa aobworon Kbrpors aufaoine 
Unlnrlago im Fallo dor rolativon llnbo gogon (Ion Erdk&rpor 
slots bostimml, dns Hclioiiibaro Qowiclit joiies scliweren 
Kdrpoi'H an di(!H(>r .Slollo dor Erdo. l)as durcli dio Masso 
des KiirperH dividiorto aclioinbaro Gowicht uonnt man die 
sciioinbaro Hohciiiounigmig dor Schworo an dor botroftenden 
Slollo dor lOrdu. Wonn oiu Kbrpor daeolbst iVoi fttUt, d. h. 
wonn antler dor lOrdanziolmiig koino Kraft auf ilm wirkt/) 
80 hat llbrigonK, wio wir hoIiou worden, soino Boschlounigung 
rolaliv gogon dio I'lrdo nur in Momoulcn, wo or gerado die 
Ocjsclnvindigkoit Null rolaliz gegou dio Erdo liat, genau die 
GrbBo und Hirhtimg dor im betroll'cndon Punkto horrschou- 
don BcIioinbar(ni lloHchlounigung dor Sohworo. 

Wir wordon in dor Hydroslalik solion, daC im Palle 
doe GloichgowicliloH dio Oborllilcho oinor FlUssigkeit inimcr 
sonkroclit ziir HcHiiltioroiidon allcr Krllfto stohon muB, dio 
auf oin Q'oilchon diiv Olicrlllloho wirkon. Dio Moorosflttcbe 
muC dalior im Ziiutaiulo dor rolativon Ruho gogen dio Erdo 
an jodom Orlo sonkroohl auf dor Vortikalriohtung dioeoe 
Olios stohon. .Dio lOrfalirung lohrt, daB auoli dio Oborllkcho 
do8 foston lOrdkbrpore, abgcsohon von don gogon dio Dimen- 
sionen dcr lOrdo vovschwindond Idoinon Erhebungou, Jlttgeln 


') Dio rbirch Moiiio Uowogiing mid tlio Erddrolmng bedington 
l^tisutzkiRfto shill ilaboi iialttrHcli iilcht zu don auf don Korpor 
wirkundon Kvilfloii goiociiiiot, do wir slo bloB llngleron, «m uiis dio 
Rcclmung zu orluioblorn. 
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und Borgon, sonkrocht ftruf dicsor Riclitung stclit, vielloicht 
woil clicsor m oinor Zoit, wo dio JOrdo sell on lialiozn dio- 
solboUmdvohungsgcsclmindigkoit hatto, (lllssig war, vieUoicl\t 
aucli, woil er nocli inimer goiiDgond vorsoliiobbar ist, urn 
in 50 laugev Zeit dio cutsproclicixclo Goatalt anzimoUmou. 
Es ifit dahor dio Erdo kolno Kugol, sondorn nahexu cin an 
dou Polen abgoplattotos UotatlonsoUip-Hoid, 


% 83. Wiederemfiihrung reohtwinkliger Koordinaten. 

Wir wollon zuafVclist in don Gloiclningon 43i>) wioder 
dio rcchtwinkligou Koordinaten oinflllircn, wolclio sioli aut' 
dio Aohsen OX, OY, OZ boxiohon, von donon wir sebon va\ 
Anfang dos § 80 Gobraucli gomacht hatton. Wir IcSnnon 
dies am loiebteaten, wonn wir boclonkon, dalJ dio Bowegung 
gonau flo Yor sicli goht ala ob sio rolativ gogon oin taug- 
licbos Boxwgasystom goscJnUio, wonn wir zn don latsilcliHch 
auf m wirkonden Krllftoiip doron Rosultiuroiulo in don Ricli- 
tnngon dor dvei Koordinatonacliaon 0 X, 0 Y, 0 Z dio 
Kompononton X, Y, Z liabon soil, nocb dio droi Krilfto 
K^, Ag, hinzufugen, welcbo a!lo in dor RicUtnug OZ 
dio Kompononto Null Imbon. Da dio lliclitung von 
r hat, ao siud m(o^x und 5oiuo Kompononton 

in don Riebtungon OX und 01 \ Da fernor dio Kraft 
K^^mrdrajdi auf r goulcroclit stolit uud nacU dor 
Mbor angegobenon Rogol in dom Sinno wirkt, in doin to 
waciist, so daO wonn doijdi inul dio Koordinaton clos mato- 
riollen Punktos m posiiiv sind, iliro a?-Kompononto positiv, 
ihro y'-Komponento abor negativ ist, so siiul: mydaildl^ 
'^inxd(k)jdt ihvo Kompononton in don Riebtungon 0 X 
und 0 y, Da ondlicli sonkroebt auf dor mit 2> bozoicli- 
notou GescluvincUgkeit stolit und fUr positive Worto von 
dxjdi und dyjdt in dor rp-Riolitnng oino positive, in dor 
^-Riclituag oino negative Kompononto hat, so sind 2nia)rf^y/d/ 
und ^^moidxjdl seine Kompononton in don Riebtungon 
0 X und 0 Ys FUgon wir alle dioso Krllftc den tatshchUch 
auf m wirkonden Kr&,flon X, Y, Z boi, so orliallon wir dio 
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gow 8 linliclion Bcwogungagloicliungoii, wolche nach Division 
(lurch 11! foigondonnallon lauton: 


4‘11) 


liy 
d P 
d*y 
'di^' 
d'^x 


i 1' + 2- fr' 


Sohr loiclit iinclot man dioso Gleicliungon dirokt init Hilfe 
dor Lagrangoaolvon GHoichungon fUr goiiorali.cieito Koordi- 
naton. Man haiin offonbar die Koordinaton x, y, % der 
Masse m rolativ gogon das rotiorondo Koordinatonsystem 
als Varialdo bolraohlen, wolcho dosson Position zu jeder 
Zoit oindoulig lioatimmon iind (labor Langranges Gloi- 
clmngon anwendon, in donon x, ij, x flSr p^ . . . zu 

sotzon ist. Aufi don Gloichungon <137) folgt: 

x\ <= .V cos w — y‘ sin xv — xco sin tv — y a cos to , 

jy'j =a X sin tv -I- ?/ 008 W X JOC03 tv — 7J(0 sin to . 


Dio lobendigo Kraft dor Masso m ist 

7 ’ « 2 (a; ; + !/ ? -h * j + 

+ («’* d- 'Y + («?/' - y ik') “] • 

Daraus folgt 

foy'), ® J = m{<vhj-w3!), = 0. 

V d T 




^3 

dy 


Dio SubBtiUition (UcBor Worto in clio Lagrangoschon 
Gloichungon, wclcho in clioaoin Fallo lauton 


d 

di 


(A’:] - A/- , X 


mit zwoi analogo]! flir dio y- und ^-Aoliao liefort sofort dio 
Gloiohungon 441). 
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Es ist dios cin Jieispiol fllr die Anwoudung gonorali- 
sievtev Koovdinaten, welcUo die Zeit expHiit enUmlton, woa- 
Imlb auch die lebondige Kraft T iiior eino inhoinogene 
quadratiache Funktion dor x, y , sr' ist. 


§ 84. Orundgleiohungen fiir die Bewegung eines sohworea 
Korpers relativ gogen die rotierende Erde. 

Wir wollen nun in Kilrzc oiiica der wiclitigaten Pro- 
bleme dci' RelatiTbowegung bchnndcln, niVmlich das dor Bo- 
wegung oinca achworon KOrpers relativ gogen die in Drehung 
bogriffone Erde. Wir betracliton bloB die Bcwognng einoa 
achweron niatorioUen Punklea von dor jMaaso m relativ gogen 
die JCrdc. 

Ea soi J*/ der Nordpol dor Erde, A dor auf dor nOrdlicbon 
Hemiaphilro gclegono Punkt, wo aicli der matoriollo Piinkt m 
zvi Anfang doi* Zoit bofand. Wir zieben duvch A cin rccUt- 
wiukligea Koordiiiatonayatem. Dio ytf-Acliso ist der Rich- 
tung der ecbeinbaron Schwero im Punkto A oiitgegongo.sctzt. 
Dio negative .4^'-Aohso schneidct die Erdacbao im Punkte 0. 
Den Winlcol NO A bezoichnen wir mit 00 — 6, bo dali a die 
geograpJiisclio Breite von A iat. Dio yIj;-Ach8c iat im 
Punkte A alldlich, die /I|-Ach8e weatlich gorichtot. Die 
Nonnale voiu Punkto A auf cUo Erdacbso habo den FuB- 
punkt O', A A" aei ihro Vorlilngcrung Ubor A liinaus. So- 
wohl dor Punkt A ala auch die Acltson /l|, Ay, AC Bind 
wilhrcud der Drehung der Erdo foat mit dicsov vorbunden. 

Zu irgend oiner Zcit i babe der Punkt m die Koordi- 
natoii I, y, C bozilglicb dieaos KoordinatonaystomB, o aoi seine 

Goscbwindigicoit relativ gogen die Erdo, u =■ - , v = > 

(I C (it 

w = dercn Koniponontou bezUglicb doraelbon Koordi- 

uatenachscn. H, H, Z aoicn die Komponenton der Goaaint- 
kraft mit EinsohluB dor Zontrifugalkraft, wolobo auf m wirkt, 
in don Koordinatenriclitungen, so daB also, wonn nur dio 
Anziahung dor Erde wirkon wtlrdo, im Punkte A solbst 
H = H =0, —2 gloich dem scbeinbaron Gowichto mg dor 
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JIasso m ware, wenii g die sebeinbare Bcschleunigung der 
Schwerc in A ist. 

Wir komien die far ruhende KSrper geltendou Glei- 
chungon dor ^Vfechanik auwenden, wenn wir den Kra.ften 
H, H, Z iioch die Corioliasebe Kraft beifugen. ATan be- 
woist leiclit, daB die Resultierondc dor diirch melircre Ge- 
schwiudigkciteu geweekten Coriolisseben Krafte gleich der 
durch die Resultiorcndc jener Gescbwindigkeitcn geweekten 
Coriolisachen Kraft ist 

Dio durch die Goschwindigkeitskomponente u geweekte 
Goriolisaobe Kraft bat die Intensitiit 2muo} und stoht 
nuf w senkreclit in eincr zur Erdaebse normalon Ebene, Sie 
bat die Richtung A 0\ da diese durch die Erddreluing auf 
kurzestein Wegc in die positive ,d|-Riobtung Ubergehrt 
0 } iat die Winkelgescliwiudigkcit dor Erddrehung, Die 
Komponenteu der diu'cb w geweekten Ooriolisschen Kraft 
in don Riebtungen Any A}^ aind also Null, — 2m7^o)8ine, 
— 2m 21 CO cos 6, 

Dm die durch die Gcscbwindigkeitskompononten v und 
70 goweekten Coriolisseben Krilfte zu findon, mlissen wir 
diese boidon Gescbwindigkoitskomponenten auf eine zur Erd- 
achao sonkreebte Ebone projizieren. Die Projektionen sind 
V sin 6 und w cos « iiud haben beide die Richtung A A\ Die 
durcli sie geweekten Coriolisseben Krilfte baben daher 
beide die Richtung und sind 27ncovsin6 bezw. 2mcowcose, 

Fiigen wir alle diese Coriolisseben Krafte den Kraften 
E, H, Z boi, so orhaltou wir die Bewegungsgloichungen; 

- H + 2 ft)(vsin € + w cos «), 

— H — 2 0 ) sin 6, 

_L 2 — 2 cu w cos e . 

VI 

Man pflogt diese Gleicbungen gewBbnlich auf einem anderen 
Wego abzuleiten. Man wHblt zuorst 0 als Koordinaton- 
urspruDg, ON als positive ^-Achae und legt die y-Achse 
durch 0 in den geograpbischen Meridian dea Ortes A, Sind 

BoUsmaniii Meohanib II, 


442) 


d7i_ 

dt 
d V 

~dT 
d 10 

~dT 
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a;, y, x die Koordinaton <los Punktes w zur Zoit i l)07,tlglich 
dieses Koordinatonsystoras, so goltcii Ah' a;, y, x die Glei- 
chungen 441). In dioso Gloicluuigon •werdon dann y, ^ 
durch Koordiiiatontransformatioii oingoAlIirt. Dio Transfor- 
nmtionsgleichiingon sind, wie man loicht siolit, die folgcndon: 

1 |=a:, }/ = y8in8— *cos«, ^=3?/C036 d- .^8infi— Oy(, 

y = ?/ sin « d- O^l)cos «, *= -- y cos « d-(^ -h OA) sin s, 
H= ysine— Zcos«, 2= Koosid-i^sins. 


Es folgen wiedor dio Glcicluuigon 442). 

Man hat hiorboi oinon Vortoil. Dio Gravitationswirkuiig 
der Erdo auf in Imt jodenfalls oiiio Kraftfunktion 7 ), wolclio 
mit gonligondor AnnRliortmg als Funklion von * nnd 
ya:* + y* botraclitct worden knnn. Wirkt dalior nur dio 
Schworo, so sind X, Y, Z dio uogalivoi\ imvliollou Ab- 

loitungon 443) von ij) ^ (p ~ - y d- nficli don Kooi'di- 
naton. 

Um ~~ R, — H, — Z zu orhalton abor braucht man 
bloB in dieson Ausdnick y, ^ fUv a;, y, x oinzufUlivcn 
uud daim nacli y, t; partioll zu dillbi'onzicrcn. 

Man orliiUt so ganz allgomoin dio Gloichungou: 


444) 


Tf = i (- “ 'll ) + 2 m (« sin 6 d- w CO 86 ), 

. 1(2' - If) 


woboi dio ip ontbaltondon Gliedor dio Wirkung dor Scliworo 
und Zontrifugalla’aft dai-stollon, E', H', 2' abor sind dio 
Koinponenten doi* KrRfto, wolcUo otwa sonst noeh auf die 
Masse vi wirkon, 

Es laBt sich abor dio J'unktion ip dooli nur angonilhort 
ormittoln und wir wordou mit dor Gloicbungon 442) ans- 
kommen. 
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• § 85. Beispiele. 


Es mogo sich dov Punkt m nur wonig von seiner Aus- 
gaugsstelle A entferuen. Da daselbst die ^^-Acbse dor 
scheinbaren Sclnvere eutgogengericbtct ist, so ist dort, wenii 
nur die Schwere wki, E == H = 0, Z = — wp. In un- 
mittelbaror Nilhc von A hat man daher die Glctclmngonr 


445) 


”r/7 ^ A- 10 cos 6) , 

2 a)« sin 6 . 
p — 2 ft) It cos 8. 


1. Schiip nach Silden, Der Punkt in habo zu Anfang 
oine sclir groBo liorizontale sUdlich gcricbtcto Gescbwindig- 
kcit V, Aus dor orsten der Gloicbungon 445) folgt, dafl er 
allmahlich dazu eino westlicbe Gcschwindigkeit w = 2G)iy8infi 
erlialt. Er woiclit also westlicb ab. Erst wenn u grOBer 
geworcloii ist, wirkt os wiedcr auf v, und wcnn die Vertikal- 
bowegung langer gcdaucrt hat, wirkt auch sie auf u; das 
erste, was man bemerkt, ist aber die westlicbe Abweichung. 
Da ihre Gescliwindigkeit w dor Zeit proportional ist, so ist 
dio Westverschiebung ^ = a)^^t;siu£ dem Quadrate der Zeit 
proportional. 

Ebenso erftllirt ein westlicli geworfener Korper cine 
Norddeviatiou, ein nbrdlicb geworfener oine Ost- und ein 
dstlich geworfener eine Silddeviation. Man sagt der slidlicb 
goworfono Korper kommt in Gogenden, avo die absolute 
bstlicho Geschwindigkeit Punkt© dor Krdoborflaehe in- 
folge dor Erdrotatioii groCer ist, bleibt also westlich zurbek, 
wogegon cin nbrdlicb geworfener Korpor 5stlicli der damn ter 
befindliclion Erdoberfl^che voraiieilt, 

Ein iiaoli West geworfener KSrper abor boAvegt sich 
absolut im Raume in der durch don im Raurae fix gedaebton 
Punlct A geliondGii Vertikalebeno. Geht dagegen der Punkt 
mit der Evdo mit, so droht sicb die durch A gohonde 

21 * 


324 


VH. § 8&. Uoispiolo. 


(Grl. 145. 


Vortiknlobono, uiul xwar iliro wostlioho IlJllfto nftch Slid, so 
dali (He altc Vei’Ukalcbcno iiacU Noid davon nbweicht. 

2. ]J6nzonbe7‘!fs J<bllvcrsiieho, Dor Puiikt m falle olino 
Anfangsgosclvwindigkoit frei. Es ist in orator Annillicrung; 

w = — gt, « = — r«j j cos 6 , ^ ~ ~ Y ® • 

Dor Kbvpor falU also niebt in dor Vovtikalon (dor Riclitnng 
oines durcli oinoii ruhoiulon scliweron KOrpor gcsiwiniten 
Fadoua), sonclcrii woicUt OstHch ab luul cs ist dor Absolut- 
wort dor Deviation dor dritlcn Potonz dor Jl’alb.oit pvopot- 
tiounl. Es wHro loiclit, dio Annilboriing weitor zu troiben 
imd dio Gliedor mit oj® zii borechiion, doch orsdioint dies 
niebt notwondig. 

3. Foucaults Pmdd. Woim oin langos Pcndol nur kloino 

Exknrsionswinkol boscbvoibt, so kann man os mit gonttgondor 
Annkborung als einon materiollon Punkt bolracbten, wolebor 
sich in dor |7/-Ebono bowogfc und auf don iinmor oino gegen 
desson Pubolago A wirkondo nud dor Entfornung von dor- 
solbon proportionalo Kraft wirlct. Es ist also in don Gloi- 
chnngon 442) zu setzen w = 0, H = — H = — 

Dieso vovwandoln aicb dnbor in 


(IH 

rf»f/ 

(li^ 




woboi sin 6 . 

Das allgomoinG lutogral ist 


^ COB (Uj ^ + fl) + O' C0B(n2 ( + L), 

^ A sin (wj ^ + i?) — (7 sin i -f- J))^ 

woboi 

=3 ^|a^ + — Z?, + h , 


odor da h kloin gegon a ist 
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Die einfachate partikulare Lbsung ist 

I = ^ [cos (a — ^ ^ + cos (a + 6) i] = 2 A cos b C cos a t , 

7 ^ j= -^4 [sin (a — 6) ^ — sin (a -f- 6) — 2 yl sin h i cos a i . 

Das Pendel scbwingt dahcr anfnngs westbstlicb uacli 
dor Zeit ^ - nordalidlicb, d. h. die Westelongation 

ist koutiuiiierlich in eine Nordelongation iibergegaugeo usw. 
Dio Schwingungscbeno drelit sicb in der Zeit 24 Stunden 
mal sin a um 360® der Erddrebung cntgcgengesctzt, also 
genau so, als ob die Lage dor Scbwingungsebene im Raume 
fix ware und sicb die Erde init der Winkelgeschwindigkeit 
ojsinfi darunter hinwegdrebou wUrdc, was die Kompononto 
ibror Winkolgosehwindigkeit \\m die Vortikale dcs Punktes A 
als Acbse iat. Doch gescbieht die Bowegung nur, wonn 
einer der Pole der Erde ist, oxakt in dieser Weiso. PUr 
alle anderen Lagen bewirkcn die durcb die Vertikalbewegimg 
dcs Peiulels verursachten Doviationen kleino Abweichungeii, 
welcbe wir mit diesen Vertikalbowegungeii vernacblassigt 

baben. ^ 

D 

§ 86. Bewegung auf einer Niveauflaohe der 
sobembaren Sohwere. 

Da die Sebworo gro6 ist gegeniiber der Goriolisschen 
Kraft, so wordon, wonn sicb die Masse m weit bewegt, 
zuerst die Storungen bemerkbar sein, welehe dadiu'cb ent- 
stohon, da6 die Schwere in Riebtung und GroBe variiert. 
Ist der Punkt m gezwungen, sicb anf einer NiveauBbebe 
der sebeiubaren Schwere zu bewegen, so yvivd aber diese 
durcb den Gegendruck, wclchcr ibn biorzu zwingt, immer 
aufgehoben. Dann kann man also mit groBerer Annahorung 
als Bonat die Babn des BewegUebeu aus den Gleichungeu 442) 
bereclinen, obne daB man die Punktionen (p und ip zu kennen 
brauebt. 

Es soil auBer der scheinbaren Sobwere und der Kraft, 
welcbe don Punkt m zwingt, auf einer Nivoauflllcbe derselben 
zu bleibeu, keine Kraft wirken. Dann erbblt man so langc 
die Niveauflfiche, als eben (mit der | ?/-Ebene zusammen- 
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fallend) botrachtot wordon darf, aue <142) dio boiden Gloi- 
chiingon : 


'ill 

dO 


2 CO siu 6 -j'l . 
d t 


1/ 


2 CO sin e 'j ^ . 
d I 


1st fttr < = 0 z. B. I =» t= 0, 
dio Integration 

I = [1 - cos (o 0] + sin (ol), 

,/ = [cos (c i) - 1] + sin (o 1 ) , 


so liofovt 


\Yol)ei 0 = 2 CO sin e. Dio Gloiclmng dor Balm ist 


(f -?■)’+ (•>+?)■= 


«? + t'E 


Diosolbo ist also oin Kreis vom lladius t • Dies 

2 CO Bin e 

ist der Wog, don oin mit dor Qosciiwindigkoit |/ft* + 

n 

bowogtor KSrpor otwa in Stundon ziirllcJclogon wtlrdo. 

Dor ganzo Krois wire! in Stundon boschviobon, witbvond 

wolclior Zoit dio Bowoguugshiudornisso wohl lllngst dio Go- 
scbwindigkoit dos Bowoglicbon anfgozobrt babon. Dio frbhor 
gefuudenen Scitenabsvoichnngon Ivovizontal geworfoner Kfirpov 
Bind dadurcii bedingt, daft sicli dioso in BOgou dioaos Kroisos 
bowogon. Uingokobrt folgt aus dor sohoii frllhor gofundonon 
Tatsache, daB die Soitonabwoichung flir jodo horizontalo 
Wurfbowogung im solbcn Sinuo orfolgtiindgloicboKrllmiming 
erzougt, von selbst wiedor dio Bowogung iin Kroiso. 

WolUo man dio Bowogung oincs sebworon Punklcs auf 
einor Nivoauilache dor soboinbarou Sebworo niebt rolativ 
gt'gon die Evdo, soudevn nbsolut im Raumo borechnen, so 
mllBto man bedonkon, da6 dio Sebwero alloin niebt sonk- 
reoht auf dor bosproclionon NivoauflRcbo stoht, aondorn 
tangential dazu eino Kompononto hat, dio dor dor Zontri- 
fugalkraft immor gerado ontgogongosotzt iat. Dioao Kompo- 
nente bewirkt, daB oin KOrpor, wolcher gczwungou iat, aicb 
in einor Rivoaufl&cbo dor acboinbaron Sebworo zn bowogon, 
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^v 0 nn cv anfangs die Geschwindigkeit hat, welcho derselben 
Stelle des Erdltorpors yeimidge der Erdrofcation zukonimt, 
sicb absolut im Raume nicht in eiuer geodiitischen Linio 
der Niveaufliiche der scheinbarcu Schworo, sondem in eineni 
zur Erdachse senkrechtcn Parallelkreise derselben bewegt. 
Wenn er eine glcichgerichtete, caber groCere oder kleinere 
Goscl)windigkeifc Jiat, erklart diese Komponento die Seiten- 
abwoichung, falls man von der Betrachtung dor Absolut- 
beweguDg des Korpers ausgobt uud diese erst nacbhor mit 
der dor Erde vergleicht. 


§ 87. Allgemeinste Gleiohungen fur die Kelativbewegung. 

Wir wollen nur nocb weniges iiber den allgomeinon 
Eall sagen, da6 oin beliebiges starres Systora (das zweite 
System) cine vollstandig beliebigo Bowegung maebt und die 
Bew^egung oinea an dor on (des ersten Systems) velativ gegon 
die des zwoiteu zu berechnen ist. 

Wir konnen die Bewegung des zweiten Systems zu- 
sammonsetzen aus einor Bewegung eines Punktes £} des- 
aolbcn (des Scliwerpunktes oder aucb irgend eines anderen 
Punktes) in einer Kurve nnd ciner Drebung um eine stets 
durcb dieson Punkt gehendo Achse, die augenblicldiche 
Drehungsachse, wobei jedocb sowohl die Lage der Acbse 
als aucb die Winkelgoscbwindigkeit dor Drebung sicb kon- 
tinuierlich mit der Zoit Undcrn kann. Wir fUhron ganz wie 
in § 80 Gin fixes Koordinatensystera OX, OY^OZ und oin 
beweglicbes £2^ ein. Die Aebsen des letzteren 

sollon fix mit dem zweiten Systeme vorbunden soin, sein 
Ursprung soli der besprochene Punkt £i sein. 

Was wir auchen, siud die Gleichungen fUr die Ver- 
Huderung dor Koordinaten f irgend eines matoriellen 
Punktos 771 des era ton Systems bezuglicb des zwoiton be- 
weglicbon Koorclinatensystems, wfilirond wir auf die Koordi- 
natenaebsen Xj y, z desselbou Punktes bezilglicb des fixen 
Koordinatensystema die gewohnlichen Bewegungsgleicbungen 
dor Meebanik anwendon konnen. Am rasebesten kommen 
wir da unzweifelhaft wieder mittols der Lagrangescheu 
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Gkicliungoa zum Ziolo. Wir bozoichnon, wio in § 2G dk 
Kompononton dor Qosohwiudigkoit dcs PunlcLca jQ dca zwoiteu 
Systems in don Richtungon iii}, £2i’, \volcho angeu- 
blicWicii dio bowcgliclien Koordinatonnciison Imbon, init 
w, V, w; fornor dio Kompononlon dor angonbliclcHchen 
Winkolgoscbwiudigkoit dos zwoitoii Systoms, also aiich ties 
bowoglioben Koordinatonsystoins in donsolbon Riclitungen 
i3|, ^ 21 J und mit A, fit, i'. Woim daiin oiii PunUt mit 

don Koordiuaten v, S bozOgUcU dos bowcgUchon Koovdb 
nntonaystoms fest mit diosoin vorbundon wiVvo, so dab if, f 
mit dor Zoit nnvoriindorlifth wilron, so wllroii doason Gc- 
sobwindigkoitskoiniJonoiiloii in don Riclilungon i3//untl 
fit nach don Gloichungon ICO) 

440) M nC~ »/ > « 'b ^ ^ 4' ) ‘h V — I . 

Wir kfinuon U!\8 dio Bowogung doa Kwoiton Systoms 
und dtunit dio dos bowcgUchon Koovdinatonaystoma dndurch 
gegobon donkou, daO uns dosson Anfangslago nnd dio Worto 
von u, V, to, X, ft, V zu jodor Zoit gogobon sind. Isl dio 
Bowegiing doa zwoiton Systoms irgondwio nnclors gogobon, 
80 kdnnon dock daraus dio Worto diosor aoolts GWiCon fllr 
jode Zoit borochnot wordon. Dio Koordinaton 4/, 4 irgoiid 
einos Massonteilclions m dos orston. Systoms bozltglicli doa 
bowogUclion Koordinatonsystoms sind im allgomoinon niobt 
mit dor Zoit unvorllndorlicb. Ihvo DilTorontiaitiuolionten 
naoh dor Zoit soion »/» 4'' Wir iindon dalior dio Gosamt- 
kompononten dor Gosobwindigkoit dos Massontoilchons m in 
don Richtungon, wolcho £2 if und £2^ augonbliclclicb 
liabon, indom wir zu doa droi Ausdrdokon 440) noch bozw. 
If und 4" addioron. Dioao droi gosamtou Goachwiudigkoita- 
kouvponcnton dos Massontoilchons m Bind also 

+ U + (iC~ I'Vi 7?' d- V + — A 4', ^'-b w + A?/ — 

und die augoublicklicho lobondigo Kraft doa Massontoil- 
chens vi ist 

^ = -§ [(!' + 7* + /W 4 - l'7/)‘* + 

+ (4}' + a. + i>| - X4)» + (4"+ w + Xv - 
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Rezeiciineu wir also mit H die Kraft, wolcbe in der Ricli- 
tung auf das Bowegliclie wirkt, so ist die auf die 
Abszissenrichtung beziiglichc Gloicliuug: 

_d fd_T\ 

odor nach Substitution des Wertes fiir T 

■/jir + = 

“ ?'(?/ -h “f + A// — /4|)== 

Dio auf dio beiden anderen Koordinatenachsen bezUglicben 
Gleichungen ontsteben daraus durch zyklischc Vortauscbung. 

Es wa.ro Icicht, Gleichungen abzuleiten, in dencii andore 
zur Bestimmung der Bowegung des zwciten Systems dienendo 
Variable vorkommon, z. B* die Komponenteu der Geschwindig- 
keit von Q und der Rotationsgeschwindigkoifc in don Rich- 
tungen der fixou Koordinatenacbson, sowic dio verschiodonou 
Zusatz- bezw. Rednktionskrafto geometriscli zu diskutieren. 
Doch will icb bierauf nicbt naber eingeben, da dieso allgo- 
meioen Gleichungen bisher keinc Anwendung gcfuuden habcu. 
Es sei nui' noch bemerkt, daB, wenn man dio augonblick- 
licho Winkelgescliwiudigkeit eines starren Systems in Kom- 
ponenten zorlegt, zwar die wirklicbe augonblickliche 6e- 
schwindigkeit jedos Piinktcs dio Su 2 )erp 08 ition dor Ge- 
schwindigkeiten ist, die er iufolge der Kompouenten batte, 
dies abor keineswegs von den Bescblounigungen gilt, die ja 
aus unendlicli kloiuon zweitor Ordnung folgen und unend- 
licli Klelues zweiter Ordnung wrdo beim Beweise des Satzes 
von der Zusainmensetzung dor Drebuugen vornachlS.8sigt. 
Desbalb sind auch die Zusiltze, Roduktions- und Puhrungs- 
krAfte, welelie wegen einor Rotation des Bezugssystoms au- 
zubringeii sind, koinoswegs einfach die Superposition der- 
jenigeu, wolclio infolgo jeder der Kompononten der Rotation 
anzubringon wUren, weun dieso allein vorhandeu w^re. 
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§ 88. Das Tragheitsgesetz. 

Wir wollen mm zum Schlusso aiiT oiiio fumlaniontalo 
Scbwiorigkeit znrUckkommon, ^volcho sich in don oinfaclisten 
Gniudgeaetzon dor Moclmnik findot, nilmlicli auf dio Ponnu- 
liorung des Tr'Agboitagosotzos, woim man koinon abaolutou, 
tranazeiulenton Baum oinfUlireu will. Wir aind dieser 
Schwierigkoit in dor oinfacliston Woiao aua dom Wego go- 
gangon, indoin wir von otwaa Wirlclichom odor Existioreiiden 
gar niclit apracbon, aondorn dio Matorio durcb bioBo Ge. 
dankonbildoi’, dio matoriollon PiinUto oraotzton, unbokllmmort 
darum, ob dies nicbt aucli in andoror Woiao (z. B. untor 
Zugnmdologung oinoa nndoroii KoordinntouHyatoma) mit 
gloichom Erfolgo goaoholion Icbimo. 

Godankenbildor zu formon, wio wir woUou, kann uns 
niemand vorwobron und dahor nuch nicbt nobat don mato- 
riollon Punkton nooh oiu Koordinatonaystom {daa tangliclio 
Bozugasyatem) in dioselbon aufzuuobinon. Wir nonnon dioae 
Godankenbildor nur dosbalb bintorbor wahr, woil aio uns 
nUtzlioh sind, dio kilnftigon Eraohoinungon (unaoro kbnftigon 
Empfindungon) mbglicbat vollatUndig und jntlliolos voraus- 
zuaagen, d. b. ilmon unaoro Willonaimpnlao anzupaaaon. 

Ein innoror Grund dor Bobauplung, daB dio Qodanken- 
bildor, in donon daa Bozugsayatom vorkomint, nicbt oxakt 
mit dor Erfabrung sollton stimmon kbnnon, iat mir nicbt 
erlindlicb. Icli flndo im Qogontoilo, daB gorado dioao Bo- 
hauptung a priori otwaa libor dio Erfabrung auazuaagon 
boatrebt iat, waa dioao una uicht frllhor aolbat aagto. Ich 
kann dalior in dioaor Bozioliung Macli nicbt boipilicbton, 
wolchor, wonn ioli ihn rocht voratandon Itabo, daraua, daB 
unaoro Gedankon nur Boziohungon zwiachon don Objoktou 
(larzuatellon habon, achlioBt, daB daa Trflghoitagoaotz nur 
durob dio Pixstornwolt boatimmt aoin Icbnnto. Wllro das 
bier entwickolto Bild abuolut riclitig, ao wilron obon die 
Beziebungon zwiachon don Objekton ao, daB zu iliror oiii- 
faoliaten Daratollung im Goiat ein soicbea Bozugsayatom 
gebbrte. DaB dor Pixaternliimmol boztlglich dioaea Bezugs- 
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systems absolut drohungsfrci ist, w^re kcine Notwendigkeit, 
(laB er es schr angenahort ist, abcr wiiro aus der groBen 
EntfornuDg, die boi starker Drehung enorme Zontripotal- 
krafto fordorn wOrdo, orklarbar. 

Fur jemand, der die ganzo, endlich gcdacLte Pixstom- 
welt uborsahe, bestUndo aogar die theoretische Moglichkeit, 
ilire UrcliUDg mittels des Foucaultscbon Pondols oder oines 
Gyrotrops zu konstatieron, wic wir sie filr die Krde kon- 
statieren kGnnten, wcnii uns das Lielit und damit die 
Konntnis anderer Himmel8k5rp6r fehlte. Allerdiugs wave 
dioso Koiistatiorung keine unbedingte. Aber, wollte man sic 
leugneu, so mUBte man die uocb wcit unnatUrlichere und 
den Voraussefcztmgen dieses Baches zuwiderlaufende iVu- 
nahme oiner von eincr fixen Geraden auf alle Massen aus- 
gotibten, der llasse und Eutfcrnimg i)roportional 0 n Kraft 
und dazu noch der entspreebeudeu, aueb von der Geschwimlig- 
keit und Lage im Raumo (gegen die Fixsternwelt) abblingigon 
Goriolisscbon Kraft macbeu. Audi wUrde ein einziges 
Foucaultschcs Pendol odor Gyrotrop niebt binreichen; 
deim da kdunto die Mdglichkeit so kleiner storender Krafte 
wobl kaum sicker vorneiut wovdon. Aber wenu die ver- 
schiedensten Foucaultscben Pendel, Strcintzscben Gyro- 
trope, nacb Lange geschleudcrton materielleu Punkte usw. 
usw. in ilirer relativen Bowegung gegen die Sternonwelt, die 
ich natiirlicb eudlicli imd ala Ganzes boobachtbar annehme, 
alio auf oino Rotation der letzteren hinwiesen, so kbunten 
wir docb als bdelistwahrscheinlich hinstellen, daB sicli bei 
Aniiahmo dorselbon, also Aufnabme eines Bezugssyatoms in 
unsor Gedankenbild, die Erscheiuungen am einfachsten er- 
klaren oder sagen wir liober bosebroiben, im Gedanken 
nachbllden lasscn, wio wir ja schon jetzt iiberzeugt sind 
daB sich bei Annahmo einer Rotation der Erde die kos- 
inischon Erscheinungen allein in verniinftiger Woise be- 
sebreibeu lasson. 

GaB es einen wirklichen Kdrper u gebe, der stets be- 
zUglicb unscros tauglichen Bezugssysteins ruhte und dasselbe 
dabor ersetzen konnto, ware eino absurde Idee. Ala bloBes 
Gedankending aber nenne icb os lieber ^Bezugssystem^* als 
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„Korpor Schon <l(jr Namo „Korpcr‘' achoint mir go 
iinpaseoiul, wio mSglicli. 

Bloibon wir also wiodoi- boi dor Aiiiialuno, dio in diesera 
Buohe bescliriebonou Bilder wHrden dio Naliir oxakt dar- 
atoUori und dio Wolt wili'o oiidlich. Diiim inllBto allordings 
ihro durch ihren Schworpunkt gobondo invariable Acltso 
boztiglich jodos taugliolien Bozugesystoins ihro Eichtuiig 
unveriladerlich beibobalton und daa goaanito Fllichoninomont 
dor Wolt bozliglich dcrsolbon mllBto Icoiistant soiii. Das 
hat abor Icoino andoro Bodcutung als dio folgondo: Gegoben 
sind uiis nur dio rolativon Lagon allor 'i’oilo der Wolt zn 
alien Zoiton. Wir kttnnon sio auf oin boliobigos zu jeder 
Zoit wiodor boliobig andors gowilbitos Koordinatonsystem 
boziohon und aucli jo zwoi Zeitstrockon imeb Boliobon gloicli 
odor vorscluodou lang nonnon. Abor nur boi oinor bo- 
atiramton Bezoiclmung dor Zoitslrockon als gloich lang und 
mir boi bestimmton zoitlichon Roihonfolgcn dor Lagon diosor 
Koovdinatonsyatoino iat dio Bodingung orfttllt, dalJ dio auf 
sio bezogenon Vorllndoriingon jodos inatoriolloix Puiilctes dor 
Wolt dio oinfaohon in diosom Buclio dargologto Gloichungeu 
dor Moohanik orflUlon. Nur womi dies dor Fall isl, nonnen 
wir dio zoitlicho Roilioufolgo dor botroHbiidon Koordinalon- 
systomo oin tangliclies Bozugssystom. 

Fill* jodos solclio taugliclio Boziigssystoino miu inuB nacli 
dom Bowiosonon dio duroh deu Schworinudct dor Welt 
gobondo Achso, boztiglicb wolebor dio Sinnmo dor Flllolieii- 
inomonto dor Welt oin Maximum ist, oino mivorilndorliobo 
Lago hnbon und dioso Summe muB solbst oino Konatauto 
soin. Nattlrlich ist daboi nocb vorausgosolzt, daB man sicli 
die Welt (iberbaupt ondlicb donkon will. Fs kOimton abor 
ganz gut dio moebanischon DifTorontialgloichungcn fbr oino 
solcbo Roibonfolgo von Lagon dos Koordinatonsystoms ihro 
einfaolio Form annobmon, fill- wolebo das konstanto Flilclien- 
momont dor Wolt ura soino durch don Schworpunkt gobondo 
invariablo Achso nicht don Wort Null bat, so daB also 
gowissormaBoii dio Wolt in Drohung bogriB’ou wilre, dio 
freilich im selbon MaBo kloin soiii mllBto als dio Welt 
gi’oB iat. 


GI.44G.) 
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So ganzlicli unwalirBchcinlich csist, daB unsere Kenutnisse 
wirklicili sioli jemalfi so ausbreitoa werden, so kdnnen wir uns 
dooh iin (jedankon in die Lage vcrsetzon, da6 wir die ganze 
Fixs tern welt, wcnii wir una diesclbo uberhaupt endlich 
dcnkon, so gut koiinen wUrden, als wir lieutc unsere Krde 
kenncn und daB wir eine Drobung deraelbeu so sicher nach- 
weisen kbnnten, als die der Erde. Wenn es das Licht niclit 
g?lbe, nns also awBer der Erde keio Himmclskorper bekannt 
wire, so waron wir sicker viel spMcr zum Begriffe der ab- 
solutoji Drol) ung golangt Wir batten aber aucb siclier 
(lurch Vcrsuclic an Gyroskopen, Pendein usw. dazu gelangen 
kbnzion uud wilron aucJ) wabrscheinlich dazu gelangt. Es 
ist also keincswcgs bloB die Beziehung zum Pixsternhimmel, 
was cliesen Begrifl’ bedingt. 

DaC die Bukzossiven Lagen der Haupttiligbcitsacbsen der 
Welt bezOglich ibres Schwerpunkts eiii solcbes tawglicbes 
Bezugssystom biUlen, ware natUrlich moglich und unserer 
))isl)erjgcn Erfalnuing nicht widerspreebeud, nach welcber 
boliobigo, unvorilndorlich mit dom nabe unveranderUcbcu 
Fixstornlnbnmol vorbiinclmie Achsen taugliche Bozugssysteme 
sind. Untor diosor Annainne \v\ivo die Aufnahme eines hat- 
souderen Koovdinatensystems Uberfllissig, da dessen Lage 
ana deu sukzessivcn rclativon Lagen allor Teile der Welt 
Air jeden Zoitinoment borcchuct worden kbnnte. Da aber 
die Richtigkeit einer solclien Annahme durch iiichts bewieseu 
Oder beweisbar ist, so ist es zwar sicbor gut, auf ilirc M&g- 
lichkoit kinzinvoison, es wS-re aber offenbar eino imerlaubte 
Bcschrankung der Allgemeinboit, sic an die Spitze der 
Mechanik zu Btollcii. 

Ganz Inorvon unabhilngig ist die Frage, ob die liier 
entwickclton mechauischon Gleicliungen und damit auch das 
Tragheitsgesetz nicht vielloiclit bloC angenahert rick tig sind 
und ob niclit bei oinor richtigoren Formulierung die Unwabr- 
scheinUchkeit oder sagen wir Inhomogonitat, die in der 
Notwondigkeit der Aufnahme eines Koordinatensystems nebon 
don materiollen Piuikton in das Bild liegt, von selbst wegfiUt. 

Da wios Mach auf die Mbglichkeit bin, daD wir ciu 
richtigeros Bild durch die Annahme orhalten, nur die Be- 
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[GI.446. 


sclilounigung (ler EntfcrDungailnderuug Jg zwoior Masseu- 
teilchon sei hauptsilehlich (lurch dio bonachbarton Masson, 
(lie Goschwindigkoit diesor Aiulorung aber (lurch ei]io Forniel 
bestininit, in welclior die sehr onlforntcu JIassen don Aus- 
schlag goben. DadurcU ^Yircl nathvlich jodo Aufnahmo oincs 
KoordinateneyBtemQ iu das Bild vormiodon, da nur 
von Entfernungen die Eedo ist Froilich folu’b Mach dafur 
ancloro Schwiorigkoiton oin, so die Endlicliiccit dor Welt, 
cine Art Fernwirkung aiif die allorgrbUtoji Distaiiiion usw. 
Dieso Schwierigkoiton sclilcnoii mir si)o/aell nicht so groB, 
wio vielloicUt mnnchom andorcu Pl^ysiker, aio Imbon abor 
Lmmorhiu das MiBUche, daB aio j(jdo orfahrungauiilBige 
Kontrollo fUr alio Zoiton ausynischlioBon sclioiiion. Audi 
die oxakto Abloituug dcs Suporpoflitionsgrinzipa durch fort- 
wilhronde Anwendung dor nouon Form dcs ^Jkilglioitsgosotzcs 
auf don Scbworpunkt der in WoohsoUvirkung bogrilToncn 
Masson scboint mir nicht uninittolbar auf dev Hand 7.u 

liogeii. Fernor ist ^ oino Gloiolumg, also 

dooh nicht dor Aussago ganz ilqiiivalcnt, daB sicli oin Punkt 
gcradlinig und gleicbfbmig bowogt. 

Untor alien TJmsUlndon orsclioint mir oino dorartigo 
Erwoitorung uusoroa BUckos durch don Hinwoia auf die 
Mbglichkoit, duB das^ was uns das Gowissosto und Nabe- 
liogondsto sclioint, violloiclit nnr angoidlhort ri( 3 htig ist, 
hOchat wortvolh Es stoht in oinor Linio niit dom Hinwoise 
auf die Mbglichkoit, daft sich dio Enlfornungen dor Fix- 
aterno violleicht nuv in cinoin nichteuklidischon Ranine von 
onorm goringor Krllminung konstruioron lasson, was ja inso- 
forn auch init dom Trilghoitsgcaotzo zusaminonhllngt, daB 
daiin oin bowegtor KOrper, auf don koine Krilfto wirkon, iu 
Aonen an dio alto Stollo ziirilolckohron miiBto, falls das bo- 
tretfeiido KrdrnmmigsmaB positiv ist. 

In alien diosen Botrachiungon gingen wir von dor Vot- 
aua3et7,ung dor Eudliolikoit dor gauzoii Wolt aus. Bonkt 
man sich dio Wolt unondlich, so werdon Bogrjifo, wlo d( 3 r 
Schwerpunkt, di(3 invariablo Achso, dio IlaupttrUglioitsachson 
U8W. der Wolt voUkommen gogonstanclslos. Man mllBto 
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dann annehmeu, daB das Tr^ghoitsgesotz durch eiue Formel 
bcstimmt wird_, nach welclior die nalieliegeDdcn Massen yon 
vorschwindendcu^ die in Sixdusweiteii befiudliclieii vom groBten, 
die nocli viol eutfernteren Masson aber wicdcr von vcr- 
schwindendem IfiinfluB auf die Formuliorung des 'IVagheits- 
gesotzes aiiid. 

Alle Sclnvierigkeiten bei Pormubening dos Ti'Sglieits- 
gosetzos vermeidet die oloktromagnetisclie Tbeorie der 
Matorio, indom sie annimmt, daB die Maxwollscben Qlei- 
chungcn fUr das Verhalten des Lichtathors imd die Bewegung 
dor Rlektronen in demselbcn das Priinare sind; aufl dem 
filr letztere das Triigheitsgcsetz fiir die Bewegung relativ 
gcgen dcu Lichtathor und die librigen Gesotzo der Mecbanik 
folgen* Pl)r die Toilchen cles Licbtathers aber gilt das 
IVagheitsgesetz nicht; die M a x w e I Iscben Gleichungcn 
inliBton ao gofaBt warden, daC sie bloB die Wechselwirkung 
nebeueinandcriiogonder Volumelcmcute bestimmen, zu ibrer 
Fasaung also kein abaoluter Ranm crfordorlicli ist. Einc 
Eutwickluug dleser gegcnwartig nocb ganz unausgearbeitoten 
Tbeorie licgt uns bier feme. 
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Verfag von Johann Ambrosius Barth In Leipzig, 

Frilhcv crschien: 

V’orlest.tn^Gii 

Ubor dio 

Prinzipe der Mechanik. 

VOH 

Ludwig Boltzmann, 

ProfoBsor iUt thcoiollsoluni rityalk uu dor Uiiln-ralUll WIom. 

L Toll: 

oiUlmlloiul (lio Prin/.lpo, bol dciion idcht AnsdrUoko imch dui* VIoit 
integriort wovdoii. wolclio Variivtionoa dor ICoordinalen odor ihruv 
AbloltuiJgon nacli dor Zoit ontliuUou. 

X, 241 S. mit 10 Piguron. 1807, M, 0.— ; gob. M. 7.— . 

Aus den Bespreohime'ei^* 

ZoltsclirJH H)r pkyslkab Cbondo; U))tcr alion tJinBlIiiidoii gtnv/lbrl rn 
cinon groOon l^olzi zn boobachton, wlo ftlcb ohi Mann, wio dor Vor- 
fiisBor, in dcm von ilim gowdldton olgontlbnliclKm Palirwiiesor bowogl, 
und Icolu Lcser, Btolio or nun aiif doin Stnndnunkto dos VorfaeacrH, 
odor a»r oinoiu otUgogongoaoizicu, wird daa Jjucli oluio NidKoii utid 
Vcrgnligon aus dor lland logon. 

Zoitschrift fUr Ustorroiohlsoho Qynina$ion: ^Yir mdseon gostobon, dali 
das Stndiuin dos vorlicgondon \Yorlco8 cin in jodor no^ioliung gonuB- 
roichos ist und durch (hissolbo vlolo Anrogungon Hh* welturo Untor- 
aucliungou gogobon wordon. Dus was dor Vorl’assor aiiatrublQ, Klar- 
holt in dio l^'iuziplcn dor Mochanilc vm brlngon und dio Ho/.ioluingoii 
dcrsolbon dav/ulcgon, let i)im vollstfliullg goluugcn. 

ForlschrUte dor Pliysik: Das fhich let oiuo olgontUmliobo Darstollnng 
dor BogrllVo und SUt^o dor Mociiunik von oinoin ailgoiaulnon Sluiul- 
punUto HUB, untor fortlaufondor Kritik von jSoUon dor Philosopldo und 
dor jMaDiDniJdilf. In diosor Gcatult wJrd ofl boriifoii 80in, In /ior Folgo- 
zcit oincn bo.4tiininondon IClnflnb auf dio VorlrugawclHO dor tboorcUKclion 
Mcobunik aiiezuUbon, mug ca nun BoUtimmung odor Widovrtprnoli 
licrvoriufon- Obgloich in dor Vorrodn dor Anepruoii auf VollatItudIgkoiL 
iukI Noidiolt abgulobnt wird, so ddifto dock Icohio wicluigo ajjgcunobio 
Frago unburUlivt gobliobon scin, wonnaobon tnanohtnal imr in wonigou 
Slltzon oino Krwillmuiig goacbobon mt, und bci olnom flo orlgiutuon 
Donkor, wio BoUzinuiu^ findot tier LoBor in dor Bohandluug von Qegun- 
s»^ndori, dio eeboinbar abgoscIiloBBOii alnd, itinnur wiotior iiuuo He- 
louolitungoii, wolebo Klarbolt Ubor dio Dingo vcrbrollun. 

Gustav Robert Kirchhoff 

GodiVoli t n Is^rodo 

von Ludwig Boltzmann* 

82 Soiton iidt Kirchhulla Portvill, 18Hrt. M. I,—. 



Verlay von Johann Ambroslus Barth In Leipzig. 

Vorlesungen Uber die Maxwelische Theorie 

ilov 

Elektricitat und des Lichtes 

von 

Dr. Ludwig Boltzmann, 

rrofOBsor dor tlioorollacliou Pliyelk nii dor UnlvorslUtl WIeii. 

I. Tell! 

Ableituiig' (lor jill^omoliicii Ololohmigron fUr rnlioiiilo, hoiiiogciiCf 

(80iro\iti Ktlriior. 

XII, 100 S. vloltn Toxlfig, u* 2 UtU. Tt\C M. G, — , M. 

II. Toll; 

YotlillUulQ ziir ForeiwlrkuugatliooHe^ Hpozlollo Fllllo dor Klckti'o- 
sfatlU, stuilonilro StrVmung* luid Iiuluoiloit. 

VIII, 100 S. mit Toxtfiguron u. 2 Tabollon. 1800, Rf. 6. — , gob. M. 0.—. 
Aus den Bespreohung'en: 

Zoltschr* !, phys. u* chom. Unt.: , . * Nui* oln Jlolf^tnitum Iconnto don 
oft unoiilwirrbar konipli^durton Fbui tloa Maxwolleolion Lobiffoblludcs 
bla in uUo DoUvlls ao vovatcbon, \\\\\ Urn mit tUcaov KlnvhoU bloK/Adcgcn. 
Alls (Ion oinfacbston Aiumbmcii — don Gcaoti?on dor cykllscbcn Jlc* 
wognngon und dor Ijagrungoaohon Glololnntg — ontwlokoln bIcI) dio 
woitliacondstcn ScbUlSBO nm olnor Kbubclt und Klognnz, dlo nobou 
dor volloudotoii wiaoouecUaftUchon llofriodlgung aucli oUiou liorvor- 
rngcutlon nfltliollaclion GomiO blotot 

Elokirolochn. Zoltsohr.: , . . Gom Worko oinca uiiBCior bodoutondaton 
matUoinaUaeUou IMiyoikcv wivd zwoifcUoB aUaciUg dna gvdllio lutovceso 
ontgogoiigobracht \v(srdoii. 

. . . Von alien Vorsuclion, wolcho bl«bor niifoiiioininon wuidon, uin 
diii Mnxwollacbo Tltcovlo In folgorochlur linUvickcjlnng darznetollcn, 
mllsBcn (Ho lIoltzmatmBoUonVoidesungcn an oistorStcllo gonanntwcrdon. 

Zeltschr. I. d. ilstorr. Qymnas.: . , . UIo Avbolt lot t^woirolBolnio untor 
allon blslior orBcbiononoii dlo gooignot«to, inn don Zusamincjiliang d(Jr 
altou und noucu FdoktrlzUHtaloUvc u\ crfaBtsou uiul daa l(ilchtov(i Stndlum 
Maxwolla anzubahnon. 

Zoltsohr. f. d, Roalschufw.: . . . Dio FtUlo eclidnor Details, dlo Klegnnz 
dor inatbcmatiBchcn Davlcgungon, dlo tvotz dor gvoBon AnBprUebo, 
dio an don Leacr goetollt wordon, docli knllorst klaro AusdrucKowoiBO 
wordon dom Buclio gowlB violo Frouiulo oicboni. 

Doulscho UUoralurzlg.: . . , Dlo DaretoUung, dlo fllcb diircb KbuboU, 
Kllrzo mid Uboraiclitllchkolt auszoichnet, UtlTt dlo MuxwoUbcIiou Idoon 
lu oinom nouon Liebto oischoincn und let wold gooignot* uriB uuoli 
daa, was in dor Tboorio zuorat fromdnrtig anmutot, zuiii VoraUhulnia 
zvL brinecu. Das Bvich, daa evato aoinor Avt, daa in Donlachland vcv- 
5ffontIiclit lat, kaim (labor ala oino wosontlioho 13oroioliornng d(ir 
Llteratur Ubor MaxwoHa Tjioorio bozolchnot wordon, 

Boibl. d. Annalon U. Phys, u. Ch.: . . . Solbst dor mit dor Maxwolb 
seben Tlioorio in ihren voi-sobiodcDon Formon achon voll Vortrauto 
wird das orlginoll goaoliviobeno, an Anrogungon imd an p/ldagoglaclion 
Poinhoiten in dor DaTatoUung roicbo Bucli mit QonuB leson. 


Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Vorlesungen Uber Gastheorie 

von 

Dr. Ludwig Boltzmann, 

Professor dor theorollsohcn Tbysik un der UnlTorsHai Wien. 

I. Toil; 

Theorio der Onse lult o!uatomlg:cn MolekUlen, doreii Dltucusioneu 
gegeii dio iiiiltlero WeglUugo YerscbivIudoD, 

IV, 200 Soiten. 1896. M. 6.—, gcb. M 7.—. 

IL Tell: 

Theorio rau dor Waals'; Gaso mit zusammengcsotzteii MolekUleii; 
Gasdlssoziatioti; Sclilnilbomerktiugea* 

X, 265 Seitcn. 1898. M. 7.-.- gcb. M. 8.—. 

Ill tlcm voiliegendeii Wcrko, dus aue an der MUnehoncr und 
Wiener nniversitilt golmUcnen Vorlesungen enistanden lat, vcvsucht 
dev VerfasscY voy alleni dio babwbrcc\iem\on Avbeitcn von Claiisms 
.und Maxwell dbersichtlicli wiederzugeben. Abcr nucb aeincii eigenen 
Arbeitcn ist Platz gcgoniit* 


Aus den Bespreoliungren: 

Lltorar. Cenlralb!.: Der Verfasser, der im Laufo seiner Stndicn selbst- 
nainbaflc Dcifriigo zur KntwickeUmg dor kiiioti sell cn Gastlicono ge- 
liofcrt liai, bringt uns oino hochiiitcressantc Bcaibeitnng dos gosamten 
Gebiotos, indom or zngloich violfacb ncuo Gesiehtspunkto darbiotet und 
ncuoa Gosclilitz ins Fold fUhit gegen dio si eh mclirendcn Angrifl’e 
von sciten dor Enorgotik. . . . Dus Work ist Uberall veiBtitndlicli 
gcscliricbcii und birgt cino FUllo der schiltzbarstcii Untcrsuchungon. 

Elektrotechntschs Zeiischrift: Das Buck ist iiiclit nur oin hervor' 
Tftgeudes LeUybueb. das dio soUwievigeten GegonsUiudo gliluzond be- 
Inindelt, cs ist zugicioli ciii Kuinpfbucli eegon dio cnorgofischon An- 
schauungen dor nouoron Zoit iiiid als solcbes flir die Anlitinger der 
Knergotik ebenso nnontbebrlicli, wio ea als Publikation ciner der erston 
dontseben thcorotiscUen Physikor don IntercaBcn aUev Matbomatikor 
und Pliyslker siclior ist. 

Zoltschrlft fUr Roalschulwesen, Wien; Das Evsclioinon eiiics Buches 
von Boltzmann ist cin Htoravischca Ercignis .... Wir unterfangon 
11118 zum SclilussQ gav nicht, das Werk den Eesorn dioser Zcitsclirift 
iiocli zu ompfohlen, eondern sind Uberzoiigt, daB es ohncdioa dio vor- 
diento Verbroitung rmdon und allcuthalbcn Nutzcii bringeu wird, 

louro. oi Phvs. Chom.: ... In conolusiou, tbo student desirous of 
studying tlio Kinetic Tlicoric of Gases can hardly do better tliuu take 
up this book, confident that ho will hero find a clear aud mathomati* 
cully sound treatment of tho aubjeot. 



Verlag von Johann 


Ambroaius Barth In Leipzig. 


Vorlosautigon 

Ubor 

Theoretisehe Physik 

VOll 

H. von Helmholtz. 

Xn aocha J3/ijidon# ^ — = 

I. Hand, L Abt; einloltung zti dcrf VorlosirngoH, hcnuiegogobcn 
VOll Arthur KAnlg iiud Car) Rimflo. I VII I, 60 SoUtin mit 
I PortrHt] 1909. M. 9.—; gob. M. 4.50. 

I. IRftfub 2. Abt.: Oynamik diskrolor IVIaS5on/)unkio, liomnegogebcri 
von Otto Krlgar-lVIonzol. [X, 980 Soltmi mit 21 Figiiveii,] 
1898. M. to.—; gob. Af. 19.60. 

]L Biuul; Oynamik kontinulorllch vorbrollolor Masson; luuausgegcbojj 
von Oito Krlgar-Monzol. [VIII, 248 Hoi Lou mil 0 Pigurou.| 
1002. M. tii.— J gob. M. 13.50. 

HI. Baud; Matiiematlscho Prlnzlplon dor Akustik, ImmuBgogobon von 
Arthur K9nlg luul Cart Rungo. [XIV, 250 Hnituu mit 21 Flguron.j 
ibOa M. 12.— I geb. M. 19.50. 

IV. Band: Eloittrodynamik und Thoorle ties Magnotlsnuis, lionuisgo* 
gobon von Otto Krfgar-Monzol. Hoil bald oifuilioiiiou. 

V. Band; Eloklromagnotischo Thoorlo rios LlcMos, iJtirmisgogobon 
YOU Arthur Kdnig und Carl Rungo. |XIl, 970 Hutton mit 
54 Figiu'Oii.] 1807. Al. M.— j gob. M. 15.60. 

VI. Band: Thoorlo dor WHrmo, homnogcgobcii von Franz RIcharz, 
[XII, 418 S. inlt 40^Fig.] 1009. M. 10.— ; gob. M. 17,50. 


AuB den Bespreohungent 

Clflktrot. Zoltschr. : Wiv bcgnitgou nns damll, dor Oonugtuimg Aua* 
druck zu gobou, diiO IPs wortvollo VorIcBungeu In dloaor Wol«o or* 
lialtcn blmbon und witnBclion dom Untornolunon gulou Portgung uiul 
guton Evfolg. 

OntarHohtsbliiHor fUr MathomaDk und Nalurwlssonsohallon; Dio ilomus* 
gabe dor goeamtcn VorlcBiingcn , dlo Holinlioltz Itbor tlicorotlBclio 
Phyfilk gohaUon hat, let oin wiohtlgoa Eroignifi Hlr dlo W^'flBOJiBoImlt. 
Donn woim auch dlo groBon Idoon, inlt donon llolmhoUz dlo 
Wiaaoiujclmft bolVucbtot, dlo BoBultato Bcinov I'niaoimugoii, (lurch dlo 
or ibr uouo Baliucn wlos, in aohion wlsBonBolmCflii-hon AbliumDungou 
uiodorgologt Bind, bo outiinltcii docli aucli solno VuvloBungon liol dor 
oigeutlbnlichoii Art, ivio sio ontstandczi, violo nuuo Godunko?*, tiof' 
genondo Aurogmigon, die, wio bio achon luif don ongoron KroiaHOtiior 
SchUlor gowirkt Imbon, so jotzt auch nut* <llo woitcbtun Kvciao wirkou 
werdon. 


Vcria fl von J ohann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Restschirift 

Ludwig Boltzmann 

gewidmet 

zum sechzigsten Geburtstage 20* Kebruar 1904 

XII, 930 Seiton. Mit eiiiGni Portittt, 101 AbbiMuiigon im Text 
iind 2 Tafcln. 1904. M. 18.—. 

Dio VcBtsciwift, enliiilit in AUtaBiliongen aiis den Gebioten der 
Matliematik, Pliysik, Klektrotocliuik und physikolischeii Chemie, und 
die bodcutondaton Fachgolelii tcu habou tiarau mitgearbeitet, wh* iieunen 
nur die Nainon; 

S. Anheniua, H. du Bois, 0. Cbwolson, P. Duhem, B. Ebert, 
.J. n. van’t HolT, II. Kayaer, W. Kdnig, K. Lecbcr, 0. Lebmami, 
II. A, Lorentz, E. Maeh, W. Nernst, 0. Neumann, L. Pfaundlor, 
M. Planck, F. Ricliarz, E. Riocko, A. Rigbi» C. Rungo, A. Somincrfold, 
J. I), van dor Wania, K, Wiedemann, W. Wien u. v. a. 

Aus den Bespreehungen: 

Zeitschrlfi fUr das Realschulwesen, XXIX. Jahrg., Heft 4: Fast alle 
Gobieto dor Phyaik sind vcrlroton, in erstcr Rcilic die ElektrjzitiOS’ 
Icbrc, dann die Ojdik, die Gastbeoric, dio Wkrnielehro, die Molckular- 
pliysik, dio Moebanik, dio pbysikaliscbo Cbcnuo; viele der Arbcitcn 
kmipfen \nimiltoii)av an Bollzinanns eigen o For&chungcn an. Einigo 
won 1 go der Arbciten goboren der reineu Matliematik zu. Der inter- 
nationulo Charakter dcs Iluldigungsaktcs drilckt sicb in der nationalcn 
ZugeiiOrigkoit der Mitnrbeiter und in den ^>piachcn aus, dio hier zu 
elnem barmonisebon Akkord zusammcnlclingon: AuBer aus Ostorreich 
(29) und Doutscbland (44) sind Bcilrftgo oingclangt aua Amerika (8), 
England (7), Frankrcicli (6), Rutland (0), Holland (5), Italien (4), 
Schweden (4), Norwegen (1), Bolgicn (1), Australicn (1), Japan (1), 
die in ftiuf vorsehietionen Bprachon abgofaBt sind: DeutscK (90), 
Englisch (15), Pranzdsiscli (7), Ifalicuiscli (4), Hollandisch (I). 

Was boi der Fostsclirift nocli besondors freudig boriilirt, iat, daU 
sio nicht cinen Nnehruf auf oinen Golcbrtcn bedeutet, der seine Bahn 
boreife durelMnesson hat, sondoni oincm Manuo gilt, dor noeh in dor 
vollcn Kraft dcs Sebaffons uuter una wirkt. 

Die Kontinuitat 

des gasfdrmigen und flussigen Zustandes 

von 

J. D. van der Waals. 

2 Teile. 

gr. 8“. 1809—1900. M. 9.— ; gcb. NT. 11.— . 

I. Toil: Zwoile, veibessorto Aufl. Vllf, 182 S. mit 2 Tafolu. 1890. 

M. 4.— ; gob. M. 6.—. 

II. Teih BinarcGcmiscLc. gr. 8". 102 S. mit 23 Figuren im Text. 1900. 

M. 6.-5 geb. M. 6.—. 


Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 


Schloemilchs Handbuch der Mathematik 

Zwolto Aiiflngo. 

Herausgogobon von 

Prof, Dr. R. HenJce Dr. R. Hoger 

Kontoklor tl. Aniiou“Uonlgyiiina«Uim« Ilon.-rrofcasof mi ilor K. R. 'rccJiulaohon 

111 Drcadun Hocliaoluilo iiml (Jymunslol-Oborioluor 

hi DrCBdon, 

8 Blliulo. Lox. 8®. Mit violon AbbiUhuigon iin Toxt uiul auf Taroln. 

Prois M. 60.— ; in Ilalbfianz gcbmulon M. 07.50, 

I. Band. Klomontarmathomntik. XI I* Oil Soltcn mit 021 Figineii 
1904. M. 20.—, gobimdon M. 22.50. 

IL Band. H5ho-ro Mathomatik, 1. Toil. VIII, 706 Bolton mit 281 
Pigurcn und 12 Tafclii. 1004. W. 20.—, gob. M. 22.50. 
HI. Band. Hohcro Malbcnmtik» II, Toik VIII, 622 Solton mit 04 Pig. 
imd 20 Tafoln. 1004, M. 20. — , gobumlmi M. 22,50. 

Schloomilcha Handbuch doi* MathoniaUk, das iu soinoi* orston 
Auflago innoihalb doB Ralimoue dor KnzyklopUdlo dor NiitttvwieBcn' 
sciiafton QVBcliion, lat joUt g«ir/iicli umgoarbcilct unci, auf drol BlliulcJ 
orweitort, Innorlmlb Jaluoafriat wiodcr aurgologt wordoii. 

An Stollo doB voretorbcuon Vcrfaasora dor Abtollung llbor Klci* 
mcntarmathomatik P. lloldt, boBOrgto IIoit ib’ofossor Dr. U. Ilonko 
in Dresden die lioarbcltung dlesor Abtclinng, wilbrond dIoAbtoihmg 
ilbor bbiioto Matbomatik wlodor, wio boi cior oroton Aufliigo, Ilcir 
Professor Dr. 11. llogor in Dresden boarboitoto. 

Dio Anedolinuijg, dio dio Malhomallk in don Jotzton Jaljron oi' 
fabron hat, maebto cs notwondig, das bislior in zwol Bllndon or* 
Bcblenono Work in dvol Bilntlo zu zcrlegon und molivoro nouo Ab- 
Bclmitto oinznfiigon; os ontbitlt nunmobr Hund I dlo Eloinonlar* 
matiiomatik (Arltlimotik unci Algebra, Plenlmotvle, Trlgonomotrio und 
Storoojnotrlo), Band II und III dlo hOlioro Matliomalik, und zwar 
Band II dlo davstollondo Goomotvio, dio analvtiacbo Goomolrlo der 
Ebeno und dos Raumos und dlo DKTorontinlroclmung, Band III dio 
Tntegralrccbnung, oinoii AbrlB dor Auagloichnngaroolunnig (aufllonlcOB 
Gruudlago), dio mathomatiaelion Gnuidlngou dor Lobons- und luvalUlcii- 
vorsichornng (mit voiBicbcningatoclmiacnon Tabollon) und cino kuiz- 
gofnUto DavdtcHuiig dor matliomatiaclioii Ktnlononlwnirsloluo bowIo 
cln SacbrcgiBtor zu alien droi Btlndom 

Aus den Bespreohungon*. 

ZoltsohrlU fur UstorrololilBOhe Qymnaslon: Wlr glauhon, iliiO dns Ihioh filr iIah 8o11>«U 
fitiidlum Auoh Bohwlorlgur Partlon dor oloinoiHaron und libhoron ^(nllioinidlk aloli Bolir 
gut otgnon vvlrd. Dlo Yorf. nuiOtOn »u diosom Zivocko mnuoho rnrtln broiler goiilnlloii, 
nU OH In olnor Atilmndhing inbgllob IhI, mid os miiQton niicU inohrrHch Wloilorliohuigcn 
olntroton. Dlo Klarhclt dor DArstohuiig, dlo iiinuiilgrnaJiQ Uutorathl/.ung dou Toxtos 
durch sclir gohtiigou tuiagonilirlo Flgtiron und Tnfoln, avIo hIoIi dlOKO nut din drirtilollfliulo 
UooinolrloboMohon, wordon Jodoiirnirs/.iirtCrrolchMUg dOHnngOHlrohicn /.wodcOA belli ngon. 

Zeitsohrlft lUr physlkallsoho Chomlo: Afnn Andot dlo DnrHloUniiK hborall ungonicln 
scMlchi bol nllor eftoltHobon Sirongo, und bo vrird dor JUngcr. dor »(o)) dloaoii hoIl dor 
hnlbvorgOBAOnen SoliuUolt votii Gorucli nuDorordontllcbor .^olixvlcrlgkollon orruiUon Million 
dor Not goboroliond, iifobt dciu oignon Triob, zu iiUliorji wogl, olcTi Jroundlloli borlllitl 
leidoii Ton dor UnuiUtolbarkolt, mit dor or goflllirt wild. 

Eb let kolnom Zwolfol unlonrorfni, diiO doe bowlUulo Work Mc)i imob dou iicu 
horAnTfaebBendon Goaoldcclilern ale oin auverlUsAlgor und vcrhUllnliunlllllg bofiuoiuor 
KUbrer bowHIiroii utid liob riincboii wliil. 




